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TRANSLATOR'S PREFACE. 



Lobatschewsky was the first man ever to publish a non-Euclidian geom- 
etry. 

Of the immortal essay now first appearing in English Gauss said, " The 
author has treated the matter with a master-hand and in the true geom- 
eter's spirit. I think I ought to call your attention to this book, whose 
perusal di»n not fail to give you the most vivid pleasure." 

"ClifEord says, " It is quite simple, merely Euclid without the vicious 
assumption, but the way things come out of one another is quite lovely." 
* * * <»What VesaliuB was to Gaden, what Copernicus was to Ptolemy, 
that was Lobatschewsky to Euclid." 

Says Sylvester, " In Quaternions the example has been given of Al- 
gebra released from the yoke of the commutative principle of multipli- 
cation — an emancipation somewhat akin to Lobatschewsky's of Geometry 
from Euclid's noted empirical axiom." 

Cayley says, " It is well known that Euclid's twelfth axiom, even in 
Playf air's form of it, has been considered as needing demonstration; 
and that Lobatchewsky constructed a perfectly consistent theory, where- 
in this axiom was assumed not to hold good, or say a system of non- 
*Euclidian plane geometry. There is a like system of non-Euclidian solid 
geometry." 

GEORGE BRUCE HALSTED. 

2407 San Marcos Street, ^ 

Austin, Texas. 

May 1, 1891. 
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TRANSLATOR'S INTRODUCTION. 



"Prove all things, hold fast that which is good," does not mean dem- 
onstrate everything. From nothing assumed, nothing can be proved. 
"Geometry without axioms," was a book which went through several 
editions, and still has historical value. But now a volume with such a 
title would, without opening it, be set down as simply the work of a 
paradoxer. 

The set of axioms far the most influential in the intellectual history 
of the world was put together in Egypt: but really it owed nothing to 
the Egyptian race, drew nothing from the boasted lore of Egypt's 
priests. 

The Papyrus of the Rhind, belonging to the British Museum, but 
given to the world by the erudition of a German Egyptologist, Eisen- 
lohr, and a German historian of mathematics. Cantor, gives us more 
knowledge of the state of mathematics in ancient Egypt than all else 
previously accessible to the modem world. Its whole testimony con- 
firms with overwhelming force the position that Geometry as a science, 
strict and self-conscious deductive reasoning, was created by the subtle 
intellect of the same race whose bloom in art still overawes us in the 
Venus of Milo, the Apollo Belvidere, the Laocoon. 

In a geometry occur the most noted set of axioms, the geometry of 
Euclid, a pure Greek, professor at the University of Alexandria. 

Not only at its very birth did this typical product of the Greek genius 
assume sway as ruler in the pure sciences, not only does its first efflor- 
escence carry us through the splendid days of Theon and Hypatia, but 
unlike the latter, fanatics can not murder it; that dismal flood, the dark 
ages, can not drown it. Like the phoenix of its native Egypt, it rises 
with the new birth of culture. An Anglo Saxon, Adelard of Bath, 
finds it clothed in Arabic vestments in the land of the Alhambra. Then 
clothed m Latin, it and the new-born printing press confer honor on 
each other. Finally back again in its original Greek, it is published 
first in queenly Venice, then in stately Oxford, since then everywhere. 
The latest edition in Greek is just issuing from Leipsic's learned presses. 

[5] 



6 THEORY OF PARALLELS. 

How the first translation into our cut-and-thrust, survival-of-the-fittest 
English was made from the Greek and Latin by Henricus Billingsly, 
Lord Mayor of London, and published with a preface by John Dee the 
Magician, may be studied in the Library of our own Princeton College, 
where they have, by some strange chance, Billingsly's own copy of the 
Latin version of Commandine bound with the Editio Princeps in Greek 
and enriched with his autograph emendations. Even to-day in the vast 
system of examinations set by Cambridge, Oxford, and the British gov- 
ernment, no proof will be accepted which infringes Euclid's order, a 
sequence founded upon his set of axioms. 

The American ideal is success. In twenty years the American maker 
expects to be improved upon, superseded. The Greek ideal was per. 
fection. The Greek Epic and Lyric poets, the Greek sculptors, remain 
unmatched. The axioms of the Greek geometer remained unquestioned 
for twenty centuries. 

How and where doubt came to look toward them is of no ordinary 
interest, for this doubt was epoch-making in the history of mind. 

Among Euclid's axioms was one differing from the others in pro- 
lixity, whose place fluctuates in the manuscripts, and which is not used 
in Euclid's first twenty-seven propositions. Moreover it is only then 
brought in to prove the inverse of one of these already demonstrated. 

All this suggested, at Europe's renaissance, not a doubt of the axiom, 
but the possibility of getting along without it, of deducing it from the 
other axioms and the twenty-seven propositions already proved. Euclid 
demonstrates things more axiomatic by far. He proves what every dog 
knows, that any two sides of a triangle are together greater than the 
third. Yet when he has perfectly proved that lines making with a 
transversal equal alternate angles are parallel, in order to prove the in- 
verse, that parallels cut by a transversal make equal alternate angles, he 
brings in the un wieldly postulate or axiom: 

" If a straight line meet two straight lines, so as to make the two in- 
terior angles on the same side of it taken together less than two right 
angles, these straight lines, being continually produced, shall at length 
meet on that side on which are the angles which are less than two right 
angles." 

Do you wonder that succeeding geometers wished by demonstration 
to push this unwieldly thing from the set of fundamental axioms. 



translator's introduction. 7 

Numerous and desperate were the attempts to deduce it from reason- 
ings about the nature of the straight line and plane angle. In the 
" Encyclopoedie der Wissenschaften und Kunste; Von Ersch und Gru- 
ber;" Leipzig, 1838; under '* Parallel," Sohncke says that in mathe- 
matics there is nothing over which so much has been spoken, written, 
and striven, as over the theory of parallels, and all, so far (up to his 
time), without reaching a definite result and decision. 

Some acknowledged defeat by taking a new definition of parallels, as 
for example the stupid one, " Parallel lines are everywhere equally dis- 
tant," still given on page 33 of Schuyler's Greometry, which that author, 
like many of his unfortunate prototypes, then attempts to identify with 
Euclid's definition by pseudo-reasoning which tacitly assumes Euclid's 
postulate, e. g. he says p. 35: "For, if not parallel, they are not every- 
where equally distant; and since they lie in the same plane; must ap- 
proach when produced one way or the other; and since straight lines 
continue in the same direction, must continue to approach if produced 
farther, and if suflBciently produced, must meet." This is nothing but 
Euclid's assumption, diseased and contaminated by the introduction of 
the indefinite term "direction." 

How much better to have followed the third class of his predecessors 
who honestly assume a new axiom differing from Euclid's in form if 
not in essence. Of these the best is that called Playf air's; "Two lines 
which intersect can not both be parallel to the same line." 

The Grerman article mentioned is followed by a carefully prepared 
hst of ninety-two authors on the subject. In English an account of 
like attempts was given by Perronet Thompson, Cambridge, 1833, and 
is brought up to date in the charming volume, "Euclid and his Modem 
Rivals," by C. L. Dodgson, late Mathematical Lecturer of Christ Church, 
Oxford. 

All this shows how ready the world was for the extraordinary flaming- 
forth of genius from different parts of the world which was at once to 
overturn, explain, and remake not only b1\ this subject but as conse- 
quence all philosophy, all ken-lore. As was the case with the dis- 
covery of the Conservation of Energy, the independent irruptions 
of genius, whether in Russia, Hungary, Germany, or even in Canada 
gave everywhere the same results. 

At first these results were not fully understood even by the brightest 
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10 THEORY OF PARALLELS. 

tradictory, that the sum of the angles made on the same side of a trans- 
versal by two straight lines may be less than a straight angle without 
the lines meeting. A perfectly consistent and elegant geometry then 
f ollowS; in which the sum of the angles of a triangle* is always less than 
a straight angle, and not every triangle has its vertices concyclic. 



THEORY OF PARALLELS. 



In geometry I find certain imperfections which I hold to be the rea- 
son why this science, apart from transition into analytics, can as yet 
make no advance from that state in which it has come to us from Euclid. 

As belonging to these imperfections, I consider the obscurity in the 
fundamental concepts of the geometrical magnitudes and in the manner 
and method of representing the measuring of these magnitudes, and 
finally the momentous gap in the theory of parallels, to fill which all ef- 
forts of mathematicians have been so far in vain. 

For this theory Legendre's endeavors have done nothing, since he 
was forced to leave the only rigid way to turn into a side path and take 
refuge in auxiliary theorems which he illogically strove to exhibit as 
necessary axioms. My first essay on the foundations of geometry I pub- 
lished in the Kasan Messenger for the year 1829. In the hope of having 
satisfied all requirements, I undertook hereupon a treatment of the whole 
of this science, and published my work in separate parts in the " Ge~ 
lehrten Schriften der Universiicet Kasan^^ for the years 1836, 1837, 1838, 
under the title "New Elements of Greometry, with a complete Theory 
of Parallels." The extent of this work perhaps hindered my country- 
men from following such a subject, which since Legendre had lost its 
interest. Yet I am of the opinion that the Theory of Parallels should 
not lose its claim to the attention of geometers, and therefore I aim to 
give here the substance of my investigations, remarking beforehand that 
contrary to the opinion of Legendre, all other imperfections — for ex- 
ample, the definition of a straight line — show themselves foreign here 
and without any real influence on the theory of parallels. 

In order not to fatigue my reader ^ith the multitude of those theo- 
rems -whose proofs present no difficulties, I prefix here only those of 
whieh a knowledge is necessary for what follows. 

1. A straight line fits upon itself in all its positions. By this I mean 
that during the revolution of the surface containing it the straight line 
does not change its place if it goes through two unmoving points in the 
surface: (i. e., if we turn the surface containing it about two points of 

the line, the line does not move.) 

[11] 



12 THEORY OP PARALLELS. 

2. Two straight lines can not intersect in two points. 
8. A straight line sufficiently produced both ways must go out 
beyond all bounds, and in such way cuts a bounded plain into two parts. 

4. Two straight lines perpendicular to a third never intersect, how 
far soever they be produced. 

5. A straight line always cuts another in going from one side of it 
over to the other side: (t. c, one straight line must cut another if it 
has points on both sides of it.) 

6. Vertical angles, where the sides of one are productions of the 
sides of the other, are equal. This holds of plane rectilineal angles 
among themselves, as also of plane surface angles: (i. e., dihedral angles.) 

7. Two straight lines can not intersect, if a third cuts them at the 
same angle. 

8. In a rectilineal triangle equal sides lie opposite equal angles, and 
inversely. 

9. In a rectilineal triangle, a greater side lies opposite a greater 
angle. In a right-angled triangle the hypothenuse is greater than either 
of the other sides, and the two angles adjacent to it are acute. 

10. Rectilineal triangles are congruent if they have a side and two 
angles equal, or two sides and the included angle equal, or two sides and 
the angle opposite the greater equal, or three sides equal. 

11. A straight line which stands at right angles upon two other 
straight lines not in one plane with it is perpendicular to all straight 
lines drawn through the common intersection point in the plane of those 
two. 

12. The intersection of a sphere with a plane is a circle. 

13. A straight line at right angles to the intersection of two per- 
pendicular planes, and in one, is perpendicular to the other. 

14. In a spherical triangle equal sides lie opposite equal angles, and 
inversely. 

15. Spherical triangles are congruent (or symmetrical) if they have 
two sides and the included angle equal, or a side and the adjacent angles 
equal. 

From here follow the other theorems with their explanations and 
proofs. 
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16. All straight lines which in a plane go out from a point can, 
with reference to a given straight line in the same plane, be divided 
into two classes — into cutting and not-cuUing. 

The boundary lines of the one and the other class of those lines will 
be c&lled parallel 'to the given line. 

From the point A (Fig. 1 ) let fall upon the 
line BC the perpendicular AD, to which again 
draw the perpendicular AE. 

In the right angle E AD either will all straight 
lines which go out from the point A meet the ^ 
line DC, as for example AF, or some of them, 
like the perpendicular AE, will not meet the 
line DC. In the uncertainty whether the per- 
pendicular AE is the only line which does not 
meet DC, we will assume it may be possible that 
there are still other lines, for example AG, 
which do not cut DC, how far soever they may be prolonged. In pass- 
ing over from the cutting lines, as AF, to the not-cutting lines, as AG, 
we must come upon a line AH, parallel to DC, a boundary line, upon 
one side of which all lines AG are such as do not meet the line DC, 
while upon the other side every straight line AF cuts the line DC. 

The angle HAD between the parallel HA and the perpendicular AD 
is called the parallel angle (angle of parallelism), which we will here 
designate by 77 (p) for AI) = p. 

If 77 (p) is a right angle, so will the prolongation AE' of the perpen- 
dicular AE likewise be parallel to the prolongation DB of the line DC, 
in addition to which we remark that in regard to the four right angles, 
which are made at the point A by the perpendiculars AE and AD, 
and their prolongations AE' and AD', every straight line which goes 
out from the point A, either itself or at least its prolongation, lies in one 
of the two right angles which are turned toward BC, so that except the 
parallel EE' all others, if they are sufficiently produced both ways, must 
intersect the line BC. 

If 77 (p) < i TZj then upon the other side of AD, making the same 
angle DAK = 77 (p) will he also a line AK, parallel to the prolonga- 
tion DB of the line DC, so that under this assumption we must also 
make a distinction of sides in parallelism. 
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All remaining lines or their prolongations within the two right angles 
turned toward BC pertain to those that intersect, if they lie within the 
angle HAK = 2/7 (p) between the parallels; they pertain on the other 
hand to the non-intersecting AG, if they lie upon the other sides of the 
parallels AH and AK, in the opening of the two angles EAH = -J ;r 
— // (p), E'AK = I ;: — 77 (p), between the parallels and EE' the per- 
pendicular to AD. Upon the other side of the perpendicular EE' will 
m like manner the prolongations AH' and AK' of the parallels AH and 
AK likewise be parallel to BC; the remaining linfts pertain, if in the 
angle K'AH', to the intersecting, but if in the angles K'AE, H'AE' 
to the non-intersecting. 

In accordance with this, for the assumption 77(p) = -J- ;::. the lines can 
be only intersecting or parallel; but if we assume that /7(p) < ^ ;r, then 
we must allow two parallels, one on the one and one on the other side; 
in addition we must distinguish the remaining lines into non-intersect- 
ing and intersecting. 

For both' assumptions it serves as the mark of parallelism that the 
line becomes intersecting for the smallest deviation toward the side 
where Hes the parallel, so that if AH is parallel to DO, every line AF 
cuts DC, how small soever the angle HAF may be. 
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17. A straight line maintains the characteristic of parallelism at all its 
points. 
Given AB j(Fig. 2) parallel to CD, to which latter AC is perpendic 
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Fig. 2. 
ular. We will consider two points taken at random on the line AB and 
its production beyond the perpendicular. 

Let the point E lie on that side of the perpendicular on which AB is 
looked upon as parallel to CD. 

Let fall from the point E a perpendicular EK on CD and so draw EF 
that it falls within the angle BEK. 

Connect the points A and F by a straight line, whose production then 
(by Theorem 1 6) must cut CD somewhere in G. Thus we get a triangle 
ACG, into which the line EF goes; now since this latter, from the con- 
struction, can not cut AC, and can not cut AG or EK a second time 
(Theorem 2), therefore it must meet CD somewhere at if (Theorem 3). 

Now let E' be a point on the production of AB and E'K' perpendic- 
ular to the production of the line CD; draw the line E'F' making so 
small an angle AE'F' that it cuts AC somewhere in F'; making the 
same angle with AB, draw also from A the line AF, whose production 
will cut CD in G (Theorem 16.) 

Thus we get a triangle AGC, into which goes the production of the 
line E'F'; since now this line can not cut AE a second time, and also 
can not cut AG, since the angle BAG = BE'G', (Theorem 7), therefore 
must it meet CD somewhere in G'. 

Therefore from whatever points E and E' the hues EF and E'F' go 
out, and however little they may diverge from the line AB, yet will 
they always cut CD, to which AB is paralJeL 
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18. Two lines are always miUually parallel. 

Let AC be a perpendiculax on CD, to which AB is parallel 
if we draw from C the line 
CE making any acute angle 
BCD with CD, and let fall 
from A the perpendicular AF 
upon CE, we obtain a right- 
angled triangle ACF, in which 
AC, being the hjrpothenuse, 
is greater than the side AF 
(Theorem 9.) 

Make AG = AF, and slide 




Fig. 3. 



the figure EFAB until AF coincides with AG, when AB and FE will 
take the position AK and GH, such that the angle BAK = FAC, con- 
sequently AK must cut the line DC somewhere in K (Theorem 1 6), thus 
forming a triangle AKC, on one side of which the perpendicular GH 
intersects the line AK in L (Theorem 3), and thus determines the dis- 
tance AL of the intersection point of the lines AB and CE on the line 
AB from the point A. 

Hence it follows that CE will always intersect AB, how small soever 
may be the angle ECD, consequently CD is parallel to AB (Theorem 1 6.) 

19. In a rectilineal triangle the sum of the three angles can not he greater 
than two right angles. 

Suppose in the triangle ABC (Fig. 4) the sum of the three angles is 
equal to ;r + a; then choose in case 
of the inequality of the sides the 
smallest BC, halve it in D, draw 
from A through D the line AD 
and make the prolongation of it, 
DE, equal to AD, then join the 
point E to the point C by the 
straight line EC. In the congruent triangles ADB and CDE, the angle 
ABD = DCE, and BAD = DEC (Theorems 6 and 10); whence follows 
that also in the triangle ACE the sum of the three angles must be equal 
to ;r + a; but also the smallest angle BAC (Theorem 0) of the triangle 
ABC in passing over into the new triangle ACE has been cut up into 
the two parts EAC and AEC. Continuing this process, continually 




Fig. 4. 
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halving the side opposite the smallest angle, we must finally attain to a 
triangle in which the sum of the three angles is ;r + a, but wherein are 
two angles, each of which in absolute magnitude is less than ^; since 
now, however, the third angle can not be greater than 7:^ so must a be 
either null or negative. 

20. If in any rectilineal triangle the sum of the three angles is eqital to 
two right angles^ so is this also the case for evert/ otiier triangle. 

If in the rectilineal triangle ABC (Fig. 5) the sum of the three angles 
= ;7, then must at least two of its angles, A 
and C, be acute. Let fall from the vertex of 
the third angle B upon the opposite side AC 
the perpendicular p. This will cut the tri- 
angle into two right-angled triangles, in each 
of which the sum of three angles must also be ;r, since it can not in 
either be greater than ;r, and in their combination not less than n. 

So we obtain a right-angled triangle with the perpendicular sides p 
and q, and from this a quadrilateral whose opposite sides are equal and 
whose adjacent sides p and q are at right angles (Fig. 6.) 

By repetition of this quadrilateral we can make another with sides 
np and q, and finally a quadrilateral ABCD with sides at. right angles 
to each other, such that AB = np, AD = mq, DC = np, BC = mq, where 




Fig. 5. 
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Fig. 6. 

m and n are any whole numbers. Such a quadrilat-eral is divided by 
the diagonal DB into two congruent right-angled triangles, BAD and 
BCD, in each of which the sum of the three angles = 7:. 

The numbers n and m can be taken* sufficiently great for. the right- 
angled triangle ABC (Fig. 7) whose perpendicular sides AB = np, BC 
= mq, to enclose within itself another given (right-angled) triangle BDE 

as soon as the right-angles fit each other. 
2 — par. 
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Drawing the line DC, we obtain right-angled triangles of which every 
successive two have a side in common. 

The triangle ABC is formed by the union of the two triangles ACD 
and DCB, in neither of which can the sum of the angles be greater than 
TT] consequently it must be equal to ;r, in order that the sum in the 
compound triangle may be equal to ;r. 



c • 




In the same way the triangle BDC consists of the two triangles DEC 
and DBE, consequently must in DBE the sum of the three angles be 
equal to tt, and in general this must be true for every triangle, since 
each can be cut into two right-angled triangles. 

From this it follows that only two hypotheses are allowable: Either 
is the sum of the three angles in all rectilineal triangles equal to tt, or 
this sum is in all less than tt. 

21. From a given point we can always draw a straight line that shall 
make with a given straight line an angle as small as we choose. 

Let fall from the given point A (Fig. 8) upon the given line BC the 




E C 

Fig. 8. 
perpendicular AB; take upon BC at random the point D; draw the line 
AD; make DE = AD, and draw AE. 
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In the right-angled triangle ABD let the angle ADB = a; then must 
in the isosceles triangle ADE the angle AED be either -J-a or less (Theo- 
rems 8 and 2U). Continuing thus we finally attain to such an angle, 
AEB, as is less than any given angle. 

22. If two perpendiculars to the same straight line are parallel to each 
otheTj then the sum of the three angles in a rectilineal triangle is equal to two 
right angles. 

Let the lines AB and CD (Fig. 9) be parallel to each other and per- 
pendicular to AC. 

Draw from A the lines AE 
and AF to the points E and F, 
which are taken on. the line CD 
at any distances FC > EC from 
the point C. 

Suppose in the right-angled tri- 
angle ACE the sum of the three angles is equal to ;r — a, in the tri- 
angle AEF equal to ;r — ^, then must it in triangle ACF equal 7: — a 
— y9, where a and ^ can not be negative. 

Further, let the angle BAF = a, AFC = b, so is a +/9 = a — b; now 
by revolving the line AF away from the perpendicular AC we can make 
the angle a between AF and the parallel AB as small as we choose; so 
also can we lessen the angle b, consequently the two angles a and ^ 
can have no other magnitude than a = and ^ = 0. 

It follows that in all rectilineal triangles the sum of the three angles 
is either tt and at the same time also the parallel angle 77 (p) = ^ ;r for 
every line p, or for all triangles this sum is < ;r and at the same time 
also 77 (p) <i7:. 

The first assumption serves as foundation for the ordinary geometry and 
plane trigonometry. 

The second assumption can likewise be admitted without leading to 
any contradiction in the results, and founds a new geometric science, 
to which I have given the name Imaginary Geometry^ and which 1 in- 
tend here to expound as far as the development of the equations be- 
tween the sides and angles of the rectilineal and spherical triangle. 

23. lor every given angle a i^^ can find a line p such that H (p) = a> 
Let AB and AC (Fig. 10) be two straight lines which at the inter. 

section point A make the acute angle a; take at random on AB a point 
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B'; from this point drop B'A' at right angles to AC; make A'A^ — 
AA'; erect at A^ the perpendicular A^'B''; and so continue until a per- 




FiQ. 10. 



pendicular CD is attained, which no longer intersects AB. This must 
of necessity happen, for if in the triangle AA'B' the sum of all three 
angles is equal to ;r — a, then in the triangle AB' A" it equals ;r — 2a, 
in triangle AA'^B'' less than ;r — 2a (Theorem 20), and so forth, until 

it finally becomes negative and thereby shows the impossibility of con- 
structing the triangle. 

The perpendicular CD may be the very one nearer than which to the 
point A all others cut AB ; at least in the passing over from those that 
cut to those not cutting such a perpendicular FG must exist. 

Draw now from the point F the line FH, which makes with FG the 
acute angle HFG, on that side where lies the point A. From any point 
H of the line FH let fall upon AC the perpendicular HK, whose pro- 
longation consequently must cut AB somewhere in B, and so makes a 
triangle AKB, into which the prolongation of the line FH enters, and 
therefore must meet the hypothenuse AB somewhere in M. Since the 
angle GFH is arbitrary and can be taken as small as we wish, therefore 
FG is parallel to AB and AF = p. (Theorems 16 and 18.) 

One easily sees that with the lessening of p the angle a increases, while, 
for p = 0, it approaches the value -J^:; with the growth, of p the angle 
,'/ decreases, while it continually approaches zero for p =oo . 

Since we are wholly at liberty to choose what angle we will under- 
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stand by the symbol /7 (p) when the line p is expressed by a negative 
number, so we will assume 

/7(p)+/7(-p)=;r, 
an equation which shall hold for all values of p, positive as well as neg- 
ative, and for p = 0. 

24. The farther parallel lines are prolonged on the side of their paral- 
lelism^ the more they approach one another. 

If to the line AB (Fig. 11) two perpendiculars AC ^^ BE are erected 
and their end-points C and E joined by 
a straight line, then will the quadrilat- 
eral CABE have two right angles at 
A and B, but two acute angles at C 
and E (Theorem 22) which are equal 
to one another, as we can easily see a 
by thinking the quadrilateral super- *^^* ^^* 

imposed upon itself so that the line BE falls upon upon AC and AC 
upon BE. 

Halve AB and erect at the mid-point D the line DF perpendicular to 
AB. This line must also be perpendicular to CE, since the quadrilat- 
erals CADF and FDBE fit one another if we so place one on the other 
that the line DF remains in the same position. Hence the line CE can 
not be parallel to AB, but the parallel to AB for the point C, namely 
CQ, must incline toward AB (Theorem 16) and cut from the perpendic- 
ular BE a part BG < CA. 

Since C is a random point in the line CG, it follows that CG itself 
nears AB the more the farther it is prolonged. 




22 



THEORY OF PARALLELS. 



25. 7\i}o straight lines which are parallel to a third are also parallel io' 
one another. 




Fig. 12. 

"We will first assume that the three lines AB, CD, EF (Fig. 12) lie in 
one plane. If two of them in order, AB and CD, are parallel to the 
outmost one, EF, so are AB and CD parallel to one another. In order 
to prove this, let fall from any point A of the outer line AB upon the 
other outer hne FE, the perpendicular AE, which will cut the middle 
line CD in some point C (Theorem 3), at an angle DCE < ^;r on the 
side toward EF, the parallel to CD (Theorem 22). 

A perpendicular AG let fall upon CD from the same point, A, must 
fall within the opening of the acute angle ACG (Theorem 9); every 
other line AH from A drawn within the angle BAC must cut EF, the 
parallel to AB, somewhere in H, how small soever the angle BAH may 
be; consequently will CD in the triangle AEH cut the line AH some- 
where in K, since it is impossible that it should meet EF. If AH from 
the point A went out within the angle CAG, then must it cut the pro- 
longation of CD between the points C and G in the triangle CAG. 
Hence follows that AB and CD are parallel (Theorems 16 and 18). 

Were both the outer lines AB and EF assumed parallel to the middle 
line CD, so would every hne AK from the point A, drawn within the 
angle BAE, cut the line CD somewhere in the point K, how small soever 
the angle BAK might be. 

Upon the prolongation of AK take at random a point L and join it 
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with C by the line CL, which must cut BF somewhere in M, thus mak- 
ing a triangle MCE. 

The prolongation of the line AL within the triangle MCE can cut 
neither AC nor CM a second time, consequently it must meet EF some- 
where in H; therefore A6 and EF are mutually parallel. 




D 

0^ "" 

Fig. 13. 

Now let the parallels AB and CD (Fig. 13) lie in two planes whose 
intersection line is EF. From a random point E of this latter let 
fall a perpendicular EA upon one of the two parallels, e. ^., upon AB, 
then from A, the foot of the perpendicular EA, let fall a new perpen- 
dicular AC upon the other parallel CD and join the end-points E and C 
of the two perpendiculars by the line EC. The angle BAC must be 
acute (Theorem 22), consequently a perpendicular CG from C let fall 
upon AB meets it in the point G upon that side of CA on which the 
lines AB and CD are considered as parallel. 

Every line EH [in the plane FEAB], however little it diverges from 
EF, pertains with the line EC to a plane which must cut the plane of 
the two parallels AB and CD along some line CH. This latter line cuts 
AB somewhere, and in fact in the very point H which is common to all 
three planes, through which necessarily also the line EH goes; conse- 
quently EF is parallel to AB. 

In the same way we may show the parallelism of EF and CD. 

Therefore the hypothesis that a line EF is parallel to one of two other 
parallels, AB and CD, is the same as considering EF as the intersection 
of two planes in which two parallels, AB, CD, lie. 

Consequently two lines are parallel to one another if they are parallel 
to a third line, though the three be not co-planar. 

The last theorem can be thus expressed: 

Three planes intersect in lines which are all parallel to each other if the 
parallelism of two is presupposed. 
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26. Triangles standing opposite to one another on the sphere are equiva- 
lent in sv/rface. 

By opposite triangles we here understand such as are made on both 
sides of the center by the intersections of the sphere with planes; in such 
triangles, therefore, the sides and angles are in contrary order. 

In the opposite triangles ABC and A'B'C (Fig. 14, where one of 
thein must be looked upon as represented turned about), wo have the 
sides AB ■= A'B', BC = B'C, CA = C A', and the corresponding angles 




Fig. 14. 
at the points A, B, C are likewise equal to those in the other triangle at 
the points A', B', C. 

Through the three points A, B, C, suppose a plane passed, and upon 
it from the center of the sphere a perpendicular dropped whose pro- 
longations both ways cut both opposite triangles in the points D and D' 
of the sphere. The distances of the first D from the points ABC, in 
arcs of great circles on the sphere, must be equal (Theorem 12) as well 
to each other as also to the distances D'A', D'B', D'C, on the other 
triangle (Theorem 6), consequently the isosceles triangles about the points 
D and D' in the two spherical triangles ABC and A'B'C are congruent. 

In order to judge of the equivalence of any two surfaces in general, 
I take the following theorem as fundamental: 

Two surfaces are equivalent when they arise from the mating or separating 
of equal parts, 

27. A three-sided solid angle equals the half sum of the surface angles 
less a right' angle. 

In the spherical triangle ABC (Fig. 15), where each side < ;r, desig- 
nate the angles by A, B, C ; prolong the side AB so that a whole circle 
ABA'B'A is produced; this divides the sphere into two equal parts. 
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In that half in which is the triangle ABC, prolong now the other two 
sides through their common intersection point G until they meet the 
circle in A' and B'. 




Fig. 15. 

• 

In this way the hemisphere is divided into four triangles, ABC, ACB', 
B'CA', A'CB, whose size may be designated by P, X, Y, Z. It is evi- 
dent that here P + X r^ B, P + Z=^A. 

The size of the spherical triangle Y equals that of the opposite triangle 
ABC, having a side AB in common with the triangle P, and whose 
third angle C lies at the end-point of the diameter of the sphere which 
goes from C through the center D of the sphere (Theorem 26). Hence 
it follows that 

P -f- Y = C, and since P-j-X + Y + Z^;:, therefore we have also 

P--i(A + B + C~;r). 

We may attain to the same conclusion in another way, based solely 
upon the theorem about the equivalence of surfaces given above. (Theo- 
rem 26.) 

In the spherical triangle ABC (Fig. 16), halve the sides AB and BC, 
and through the mid-points D and 
E draw A great circle; upon this let 
fall from A, B, C the perpendiculars 
AF, BH, and CG. If the perpendic- 
ular from B falls at H between D and 
E, then will of the triangles so made 
BDH = AFD, and BHE = EGC (The- 
orems 6 and 15), whence follows that Fig. 16. 

the surface of the triangle ABC equals that of the quadrilateral AFGC 
(Theorem 26). 
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If the point H coincides with the middle point £ of the side BC (Fig, 

B 17), only two equal right-angled triangles, ADF 
and BDE, are made, by whose interchange the 
equivalence of the surfaces of the triangle ABC 
and the quadrilateral AFEC is established. 
If, finally, the point H falls outside the triangle 
^ ABC (Fig. 18), the perpendicular CO- goes, in 
Fig. 17. consequence, through the triangle, and so we go 

over from the triangle ABC to the quadrilateral AFQC by adding the 





triangle FAD = DBH, and then taking away the triangle CGE = EBH, 
Supposing in the spherical quadrilateral AFGC a great circle passed 

through the points A and G, as also through F and C, then will their 

arcs between AG and FC equal one another (Theorem 15), consequently 

also the triangles FAC and ACG be congruent (Theorem 15), and the 

angle FAC equal the angle ACG. 

Hence follows, that in all the preceding cases, the sum of all three 

angles of the spherical triangle equals the sum of the two equal angles 

in the quadrilateral which are not the right angles. 

Therefore we can, for every spherical triangle, in which the sum of 

the three angles is S, find a quadrilateral with equivalent surface, in 

which are two right angles and two equal perpendicular sides, and 

where the two other angles are each -J-S. 
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Let now ABCD (Fig. 19) be the spherical quadrilateral, where the 
sides AB = DC are perpendicular to EC, and the angles A and D 
each |3. 




Prolong the sides AD and BC until they cut one another in E, and 
further beyond E, make DE = EF and let fall upon the prolongation 
of BC the perpendicular FG. Bisect the whole arc BG and join the 
mid -point H by great-circle-arcs with A and F. 

The triangles EFG and DCE are congruent (Theorem 15), so FG = 
DC =- AB. 

The triangles ABH and HGF are likewise congruent, since they are 
right angled and have equal perpendicular sides, consequently AH and 
AF pertain to one circle, the arc AHF rzr-. ;r, ADEF likewise = ;r, the 
angle HAD -..-. HFE -- ^S - BAH = ^S - HFG -- ^S - HFE-EFG 
--..J-S— HAD-;r+iS; consequently, angle HFE — ^(S— ;:); or what 
is the same,, this equals the size of the lune AHFD A, which again is 
equal to the quadrilateral ABCD, as we easily see if we pass over from 
the one to the other by first adding the triangle EFG and then BAH 
and thereupon taking away the triangles equal to them DCE and HFG. 

Therefore i(S— ;r) is the size of the quadrilateral ABCD and at the 
same time also that of the spherical triangle in which the sum of the 
three angles is equal to S. 
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28. If three plcmes ciU each other in parallel lines^ then the sum of the 
three surface angles equals two right angles. 

Let AA', BB' CC (Fig. 20) be three parallels made by the inter- 
section of planes (Theorem 25). Take upon them at random three 




Fig. 20. 
points A, B, C, and suppose through these a plane passed, which con- 
sequently will cut the planes of the parallels along the straight lines 
AB, AC, and BC. Further, pass through the line AC and any point 
D on the BB', another plane, whose intersection with the two planes of 
the parallels A A' and BB', CC and BB' produces the two lines AD 
and DC, and whose inclination to the third plane of the parallels AA' 
and CC we will designate by w. 

The angles between the three planes in which the parallels lie wiU 
be designated by X, Y, Z, respectively at the lines AA', BB', CC; 
finally call the linear angles BDC = a, ADC = b, ADB =^ c. 

About A as center suppose a sphere described, upon which the inter- 
sections of the straight lines AC, AD AA' with it determine a spherical 
triangle, with the sides p, q, and r. Call its size a. Opposite the side 
q lies the angle w^ opposite r lies X, and consequently opposite p lies 
the angle ;r+ 2a— -t^—X, (Theorem 27). 

In like manner CA, CD, CC cut a sphere about the center C, and 
determine a triangle of size ^, with the sides p', q', r', and the angles, w 
opposite q', Z opposite r', and consequently ;r+2^— t^— Z opposite p'. 

Finally is determined by the intersection of a sphere about D with 
the lines DA, DB, DC, a spherical triangle, whose sides are 1, m, n, and 
the angles opposite them t/^-j-Z— 2^, io-\-'K. — 2a, and Y. Consequently 
its size ^=r^(X+Y+Z— ;:)— a— /3+t/;. 

Decreasing w lessens also the size of the triangles a and ^, so that 
a-\-^ — 1(; can be made smaller than any given number. 



THEORY OF PARALLELS. 



10), 



e have 



In the triangle S cas likewise the sides 1 and m be lessened even to 
vanishing (Theorem 21), (Minsequently the triangle d can be placed with 
one of its sides I or m upon a great circle of the sphere as often as you 
choose without thereby filling up the half of the sphere, hence $ van- 
ishes together with w; whence follows that necessarily we must have 
X+Y+Z = r 

29. In a reciiUneal triangle, the perpendictilars erected at (he mid-poinU 
o/the sides eiHier do not meet, or they all three cut each other in one point. 

Having pre-supposed in the triangle ABC (Fig. 2 1), that the two per^ 
pendiculars ED and DP, which are erected upon the sides AB and BC 
at their mid points E and F, intersect in the point D, then draw within 
the angles of the triangle the lines DA, DB, DC. 

In the congruent triangles ADE and DDE (Thee 
AD— BD, thus follows also that BD — CD; the 
triangle ADC 13 hence iaoscelea, consequently the 
perpendicular dropped from the vertex D upon the 
base AC falls upon G the mid point of the base. 

The proof remains unchanged also in the esse 
when the intersection point D of the two perpen- 
diculara ED and FD falls in the line AC itself, or "' 
falls without the triangle. 

In case we therefore pre-suppose that two of those perpendiculars do 
not intersect, then also the third can not meet with them. 

30. The perpendiculars which are erected upon Ike sides of a rectilineal 
triangle at their mid-j>oinls, must ail three he parallal to each other, so soon 
as the parallelism of two of them is presupposed. 

In the triangle ABC (Fig. 22) let the lines DE, FG, HK, be erected 
perpendicular upon the sides at their mid- 
points D, F, H. We will in the first place 
assume that the two perpendiculars DE and . 
FG are parallel, cutting the line AB in L 
and M, and that the perpendicular HK lies 
between them. Within the angle BLE draw 
from the point L, at random, a straight line 
LQ, which must cut FG somewhere in G, Fig, 22. 

how small soever the angle of deviation GLE may be, (Theo 
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Since in the triangle LGM the perpendicular HK can not meet with 
MO- (Theorem 29), therefore it must cut LG somewhere in P, whence 
follows, that HK is parallel to DE (Theorem 16), and toMG (Theorems 
18 and 25). 

Put the side BC-- 2a, AC=2b, AB=2c, and designate the an. 
gles opposite these sides by A, B, C, then we have in the case just 
considered 

A= /7(b)— 77(0), 
B= 77 (a)— /7(c), 
C = /7(a)+//(b), 
as one may easily show with help of the lines AA', BB', CC, which 
are drawn from the points A, B, C, parallel to the perpendicular HK 
and consequently to both the other perpendiculars DE and PG (Theo- 
rems 23 and 25). 

Let now the two perpendiculars HK and FG be parallel, then can 
the third DE not cut them (Theorem 29), hence is it either parallel to 
them, or it cuts AA'. 

The last assumption is not other than that the angle 

C>/7(a)+/7(b.) 

If we lessen this angle, so that it becomes equal to /Z(a) +/7(b), 
while we in that way give the line AC the new position CQ, (Fig. 23), 
and designate the size of the third side BQ by 2c', then must the angle 
CBQ at the point B, which is increased, in accordance with what is 
proved above, be equal to 

/7(a)— //(c')> /7(a)— /7(c), 
whence follows c' >c (Theorem 23). 

A 




Fig. 23. 

In the triangle ACQ are, however, the angles at A and Q equal, 
hence in the triangle ABQ must the angle at Q be greater than that at 
the point A, consequently is AB>BQ, (Theorem 9); that is c>c'. 

31. We call boundary line (oricycle^ that curve lying in a plane for 
which all perpendiculars erected at the mid-points of chords are parallel to 
each oth^r. 
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In conformity with this definition we can represent the generation of 
a boundary line, if we draw to a given line AB (Fig. 24) from a given 




Fig. 24. 
point A in it, making different angles CAB= //(*), chords AC = 2a; 
the end C of such a cho^rd will lie on the boundary line, whose points 
we can thus gradually determine. 

The perpendicular DE erected upon the chord AC at its mid-point D 
will be parallel to the line AB, which we will call the Axis of the bound- 
ary line. In like manner will also each perpendicular FG- erected at the 
mid-point of any chord AH, be parallel to AB, consequently must this 
peculiarity also pertain to every perpendicular KL in general which is 
erected at the mid-point K of any chord CH, between whatever points 
C and H of the boundary line this may be drawn (Theorem 30). Such 
perpendiculars must therefore likewise, without distinction from AB, 
be called Axes of the boundary line. 

32. A circle with continually increasing radius merges into the boundary 
line. 

Given AB (Fig. 25) a chord of the boundary line; draw from the 
end-points A and B of the chord two axes 
AC and BF, which consequently will 
make with the chord two equal angles 
BAC ^ ABF -- : ,'/ (Theorem 31). 

Upon one of these axes AC, take any- 
where the point E as center of a circle, 
and draw the arc AF from the initial point 
A of the axis AC to its intersection point 
F with the other axis BF. 

The radius of the circle, FE, corresponding to the point F will make 
on the one side with the chord AF an angle AFE = y3, and on the 




E 

Fig. 25. 
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other side with the axis BF, the angle EFD = ^. . It follows that the 
angle between the two chords BAFr_.:a — ^^j^^y — ^ (Theorem 22); 
whence follows, a — ^/5<i^- 

Since now however the angle y approaches the limit zero, as well in 
consequence of a moving of the center E in the direction AC, when F 
remains unchanged, (Theorem 21), as also in consequence of an ap- 
proach of F to B on the axis BF, when the center E remains in its 
position (Theorem 22), so it follows, that with such a lessening of the 
angle ^, also the angle a — ^j or the mutual inclination of the two chords 
AB and AF, and hence also the distance of the point B on the bound- 
ary line from the point F on the circle, tends to vanish. 

Consequently one may also call the boundary-line a circle with in- 
finitely great radius. 

33. Let A A' = BB' = x (Figure 26). be two lines parallel toward 
the side from A to A', which parallels serve ^ 
as axes for the two boundary arcs (arcs on 
two boundary lines) *AB=5, A'B' =s', then is 



5' = se 



w' 



K 



where e is independent of the arcs 5, s' and of Fig. 26. 

the straight line x, the distance of the arc s' from s. 

In order to prove this, assume that the ratio of the arc s to s' is 
equal to the ratio of the two whole numbers n and m. 

Between the two axes AA', BB' draw yet a third axis CC, which 
so cuts off from the arc AB a part AC = t and from the arc A'B' on 
the same side, a part A'C = /'. Assume the ratio of < to 5 equal to 
that of the whole numbers p and q, so that- 

• n P 

s=^ — 5', t^= — 5. 
m q 

Divide now s by axes into nq equal parts, then will there be mq such 
parts on 5' and np on t. 

However there correspond to these equal parts on s and t likewise 
equal parts on s' and <', consequently we have 



t' s 



t 



t s 
Hence also wherever the two arcs t and i^ may be taken between the 
two axes AA' and BB', the ratio of ^ to /' remains always the same, as 
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long as the diataace x betweeo Ibem TemainB the B&me. If we there- 
fore for x= I, put «= es', then we must Imve for every x 
s' = ae~». 

Since e ia an unknown number only subjected to the condition e>i, 
and further the linear unit for x may be taken at will, therefore we may, 
for the simplification of reckoning, bo choose it that by 6 ia to be un- 
derstood the base of Napierian logarithms. 

We may here remark, that s'^^ for x^^ co , hence not only does 
the distance between two parallels decresBe (Theorem 24), but with the 
prolongation of the parallels toward the side of the parallelism this at 
last wholly vanishes. Parallel lines have therefore the character of 
asymptotes. 

34. Boundary surface {orisphere) we call that surface which arises 
from the revolution of the boundary line about one of its axes, which, 
together with all other axes of the boundary-line, wUl be alao an axis 
of the boundary-aurfftce. 

A. chard is inclined at equal angles to such axes drawn thrmtgh its end- 
points, wheresoever these two end-points may be taken on the boundary-surface. 

bet A, B, C, (Fig. 27), be three points on the boundary -surf ace; 




Fig. 27. 
AA', the axis of revolution, BB' and CC two other axes, hence AB 
and AC -chords to which the axes are inchned at equal angles A'AB 
=B'BA, A'AC =C'CA (Theorem 31.) 
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Two axes BB', CC, drawn througn the end-points of the third chord 
BC, are likewise parallel and lie in one plane, (Theorem 25). 

A perpendicular DD' erected at the mid -point D of the chord AB 
and in the plane of the two parallels AA', BB', must be parallel to the 
three axes A A', BB', CC, (Theorems 23 and 25); just such a perpen- 
dicular EE' upon the chord AC in the plane of the parallels A A', CC 
will be parallel to the three axes AA', BB', CC, and the perpendicular 
DD'. Let now the angle between the plane in which the parallels AA' 
and BB' lie, and the plane of the triangle ABC be designated by /7(a), 
where a may be positive, negative or null. If a is positive, then erect 
FD =^ a within the triangle ABC, and in its plane, perpendicular upon 
the chord AB at its mid-point D. 

Were a a negative number, then must FD = a be drawn outside the 
triangle on the other side of the chord AB; when a=0, the point F 
coincides with D. 

In all cases arise two congruent right-angled triangles AFD and DFB, 
consequently we have FA -:= FB. 

Erect now at F the line FF' perpendicular to the plane of the tri- 
angle ABC. 

Since the angle D'DFr=: //(a), and DF=a, so FF' is parallel to 
DD' and the line EE', with which also it lies in one plane perpendicu- 
lar to the plane of the triangle ABC. 

Suppose now in the plane of the parallels EE', FF' upon EF the per- 
pendicular EK erected, then will this be also at right angles to the plane 
of the triangle ABC, (Theorem 13), and to the line AE lying in this 
plane, (Theorem 11); and consequently must AE, which is perpendicu- 
lar to EK and EE', be also at the same time perpendicular to FE, 
(Theorem 1 1). The triangles AEF and FEC are congruent, since they 
are right-angled and have the sides about the right angles equal, hence is 

AF =: FC = FB. 

A perpendicular from the vertex F of the isosceles triangle BFC let 
fall upon the base BC, goes through its mid -point G; a plane passed 
through this perpendicular FG and the line FF' must be perpendicular 
to the plane of the triangle ABC, and cuts the plane of the parallels 
BB', CC, along the line GG\ which is likewise parallel to BB' and 
•CC, (Theorem 25); smce now CG is at right angles to FG, and hence 
At the same time also to GG', so consequently is the angle C'CG 
==. B'BG, (Theorem 23). 
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Hence follows, that for the boundary-surface each of the axes may 
be considered as axis of revolution. 

Principal-plane we will call each plane passed through an axis of the 
boundary surface. 

Accordingly every Principai-plane cuts the boundary-surface in the 
boundary line, while for another position of the cutting plane this in- 
tersection is a circle. 

Three principal planes whicii mutually cut each other, make with 
each other angles whose sum is ;r, (Theorem 28). 

These angles we will consider as angles in the boundary -triangle 
whose sides are arcs of the boundary-line, which are made on the bound- 
ary surface by the intersections with the three principal planes. Con- 
sequently the same interdependence of the angles and sides pertains to 
the boundary-triangles, that is proved in the ordinary geometry for the 
rectilineal triangle. 

35. In what follows, we will designate the size of a line by a letter 
with an accent added, e, g. x\ in order to indicate that this has a rela. 
tion to that of another line, which is represented by the same letter 
without accent x, which relation is given by the equation 

Let now ABC (Fig. 28) be a rectilineal right-angled triangle, where 
the hypothenuse AB = c, the other sides AC =: b, BC ^ a, and the 




Fig. 28. 
angles opposite them are 

BAC--/70/), ABC==/Z(/9). 
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At the point A erect the line AA' at right angles to the plane of the 
triangle ABC, and from the points B and C draw BB' and CC parallel 
toAA'. 

The planes in which these three parallels lie make with each other 
the angles: //(a) at A A', a right angle at CC (Theorems 11 and 13), 
consequently //(«') at BB' (Theorem 28). 

The intersections of the lines BA, BC, BB' with a sphere described 
about the point B as center, determine a spherical triangle mnhy in which 
the sides are mn^= ^/(c)» ^ = ^(/5)) 'rnh= /7(a) and the opposite angles 

are /Z(b), /?(//), ^,T. 

Therefore wo must, with the existence of a rectilineal triangle whose 
sides are a, b, c and the opposite angles 77 (a), /7(/9) ^;r, also admit the 
existence of a spherical triangle (Fig. 29) with the sides /7(c), 77 (^), 
/7(a) and the opposite angles /7(b), /7(a')> i'T. 





7 

Fig. 29. 

Of these two triangles, however, also inversely i;he existence of the 
spherical triangle necessitates anew that of a rectilineal, which in con- 
sequence, also can have the sides a, a', ^, and the oppsite angles 77 (b'), 
77(c), i.T. 

Hence we may pass over from a, b, c, a, ^, to b, a, c, j9, a, and also to a, 
a', /9, b', c. 

Suppose, through the point A (Fig. 28) with A A' as axis, a bound- 
ary-surface passed, which cuts the two other axes BB', CC, in B^ and 
C, and whose intersections with the planes the parallels form a bound- 
ary-triangle, whose sides are B''C=jt?, CA.=^qy B^A=:r, and the 
annrles opposite them /7(a), /7(«'), ^t:. and where consequently (Theo- 
rem 34): 

p- . r sin /7(a), q — - r cos /7(a). 

Now break the connection of the three principal-planes along the line 
BB' , and turn them out from each other so that they with all the lines 
lying in them come to lie in one plane, where consequently the arcs ^, 
3', r will unite to a single arc of a boundary-line, which goes through the 
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point A and has AA' for axis, in such a manner that (Fig. 30) on the 
one side will lie, the arcs q and jo, the side b of the triangle, which is 




Fig. 30. 
perpendicular to A A' at A, the axis CC going from the end of b par- 
allel to A A' and through C the union point of p and q^ the side a per- 
pendicular to CC at the point C, and from the end-point of a the axis 
BB' parallel to AA' which goes through the end-point B'' of the arc p. 

On the other side of AA' will lie, the side c perpendicular to AA' at 
the point A, and the axis BB' parallel to A A', and going through the 
end-point B^ of the arc r remote from the end point of b. 

The size of the line QG" depends upon b, which dependence we will 
express by CC =f (b). 

In like manner we will have BB'' =/(c). 

If we describe, taking CC ' as axis, a new boundary line from the 
point C to its intersection D with the axis BB' and designate the arc 
CD by t, then is BD = f (a). 

BB^= BD+DB'' -^ BD+CC\ consequently 

y(c)=::./(a)+/(b). 
Moreover, we perceive, that (Theorem 32) 

<:=^e/(^) n=r sin Il{(i) e/(*». 
If the perpendicular to the plane of the triangle ABC (Fig. 28) were 
erected at B instead of at the point A, then would the lines c and r remain 
the same, the arcs q and t would change to t and ^, the straight lines a 
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and b into b and a, and the angle /7(.z) into 77 ()9), consequently we 
would have 

q=^r sin n(^)ef^''>, 
whence follows by substituting the value of q^ 

cos /7(,'i):=sin/7(^)eA»), 
and if we change a and ^ into b' and c, 

sin y/(b) -- sin /7(c) e ^(*>; 
further, by multiplication with e-^*') 

sin 77 (b) e/(»>)=:sin 77(c)e^«> 
Hence follows also 

sin 77 (a) ef^^^= sin 77(b) e/(»». 
Since now, however, the straight lines a and b are independent of 
one another, and moreover, for b=0, /(b)— 0, 77(b)zz=^7r, so we have 
for every straight line a 

e-/(a)^sin 77(a). 
Therefore, 

sin 77 (c) = sin 77(a) sin 77(b), 
sin 77(^) =cos 77(a) sin 77(a). 
Hence we obtain besides by mutation of the letters 

sin n{o)=^ cos 77(/?) sin /7(b), 
cos /7(b) = cos n (c) cos 77(a), 
cos //(a) = cos 77(c) cos 77 (^). 
If we designate in the right-angled spherical triangle (Fig. 29) the 
sides 77(c), 77(/3), 77(a), with the opposite angles 77(b), 77 (a/), by the 
letters a, b, c, A, B, then the obtained equations take on the form of 
those which we know as proved in spherical trigonometry for the right- 
angled triangle, namely, 

sin a=sin c sin A, 
sin b=sin c sin B, 
cos A = cos a sin B, 
cos B=cos b, sin A, 
cos c=cos a, cos b; 
from which equations we can pass over to those for all spherical tri- 
angles in general. 

Hence spherical trigonometry is not dependent upon whether in a 
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rectilineal triangle the sum of the three angles is equal to two right 
angles or not 

36. We will now consider anew the right-angled rectilineal triangle 
ABC (Fig. 31), in which the sides are a, b, c, and the opposite angles 
/7(a), 7708), hr- 

Prolong the hypothenuse c through 
the point B, and make BD=^; at the 
point D erect upon BD the perpendicu- 
lar DD', which consequently will be 
parallel to BB' , the prolongation of the 
side a beyond the point B. Parallel to 
DD' from the point A draw A A', which 
is at the same time also parallel to CB', 
(Theorem 25), therefore is the angle 

A'AD=/7(c+/9), 
A'AC=/7(b), consequently 
/7(b)=:77(t»)+/7(c+^). ^^^^j 

If from B we lay off ^ on the hypoth- 
enuse c, then at the end point D, (Fig. 
32), within the triangle erect upon AB 
the perpendicular DD', and from the 
point A parallel to DD' draw AA', so 
will BC with its prolongation CC be the 
third parallel; then is, angle CAA'=/7 
(b), DAA'=/7(c— ^), consequently /Z(c — 
^)=/7(a)+/7(b). The last equation is 
then also still valid, when c=^, or c<^. 
. If c=^ (Fig. 33), then the perpendicu- 
Fig. 32. ular A A' erected upon AB at the point A 
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is parallel to the side BC=a, with its prolongation, CC V coi^sequently 




c 
Fio. 33. 

we have 77(a)+/7(b)=i;r, whilst also /7(c— ^)=^7r, (Theorem 23). 

If c<^, then the end of ^ falls beyond the point A at D (Fig. 34) 
upon the prolongatioil of the hypothenuse AB. Here the perpendicu- 
lar DD' erected upon AD, and the line A A' parallel to it from A, will 

B likewise be parallel to the side BC=a, 
with its prolongation CC 

Here we have the angle DAA' = U 
(/5 — ^)> consequently 
n{a)+n{h) =;r-/7(^-c)=/7(c-^), 
(Theorem 23). 

The combination of the two equations 
found gives, 

2/7(b)-/7(c-^)+/7(c+^), 
2/7(a)-/7(c-/9)-/7(c+^), 

whence follows 

cos /7(b) cos [^//(c^^)+^ /7(c+^)] 

cos n{a) "cos [ ^./7(c— ^)— i /7(c+/3)] 

Substituting here the value, (Theo- 
rem 35) 

cos /7(b) 

Fig. 34. =:cos/7(c), 

cos n{a) 

we have [tan^/7(c)]2:=tan^/7(c— /?) tan^/7(c+/9). 

Since here fi is an arbitrary number, as the angle /7(/3) at the one 
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side of c may be chosen at will between the limits and ^;r, conse- 
quently ^ between the limits and oo , so we may deduce by taking 
consecutively ^=c, 2c, 3c, &c., that for every positive number n, [tan|- 
77(c)] '^=tan|-/7(nc). 

If we consider n as the ratio of two lines x and c, and assume that 
cot^77(c)=e°, 

then we find for every line x in general, whether it be positive or nega- 
tive, tan|^77(x)=^e— » 

where e may be any arbitrary number, which is greater than unity, 
since 77(x)— for x=:oo . 

Since the unit by which the lines are measured is arbitrary, so we 
may also understand by e the base of the Napierian Logarithms. 

37. Of the equations found above in Theorem 35 it is sufficient to 
know the two following, 

sin 77(c)::^.8in 77(a) sin /7(b) 
sin 77 (a)=^sin 77(b) cos 77(/9), 

applying the latter to both the sides a and b about the right angle, in 
order irom the combination to deduce the remaining two of Theorem 
35, without ambiguity of the algebraic sign, since here all angles are 
acute. 

In a similar manner we attain the two equations 

(1.) tan 77(c)=sin 77(a) tan 77(a), 

(2.) cos 77(a)r=cos 77(c) cos 77 (^). 



We will now consider a rectilineal triangle whose sides are a, b, c, 
(Fig. 35) and the opposite angles A, B, C. 

If A and 6 are acute angles, then the 
perpendicular p from the vertex of the 
angle C falls within the triangle and cuts 
the side c into two parts, x on the side of 
the angle A and c — x on the side of the 
Fig. 35. angle B. Thus arise two right-angled 

triangles, for which we obtain, by application of equation (1), 

tan 77(a)=sin B tan 77(p), 
tan 77(b)— sin A tan 77 (p), 
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which equations remain unchanged also when one of the angles, e, g, B, 
is a right angle (Fig. 36) or and obtuse angle (Fig. 31). 

c 





Fia. 36. 
Therefore we have universally for every triangle 

(3.) sin A tan 77(a)=sin B tan //(b). 
For a triangle with acute angles A, B, (Fig. 35) we have also (Equa- 
tion 2), 

cos /7(x)=cos A cos /7(b), 
cos //(c— x)=cos B cos /7(a) 
which equations also relate to triangles, in which one of the angles A 
or B is a right angle or an obtuse angle. 

As example, for B=-i^;r (Fig. 36) we must lake x=c, the first equa- 
tion then goes over into that which we have found above as Equation 2, 
the other, however, is self-suflBcing. 

For B>^;r (Fig. 37) the first equation remains unchanged, instead 
of the second, however, we must write correspondingly 

cos /7(x — c) = cos (tt — B) cos //(a) ; 
but we have cos /7(x— c)= — cos /7(c— x) 

(Theorem 23), and also cos (;:— B)= — cos B. 

If A is a right or an obtuse angle, then must c — x and x be put for 
X and c— X, in order to carry back this case upon the preceding. 

In order to eliminate x from both equations, we notice that (Theo- 
rem 36) 

l_[tan^/7^c— x)]2 



cos/7(c — x) 



l+[tan^//(c— x)]2 

1 qSx — 2c 

l_|_e2*— 2c " 

1— [tan |/7(c)]2[cot i/7(x)]2 

1 _j_ [tan i //(c)] 2 [cot i/7(x)] 2 

cos /7(c)— cos/7(x) 

1 — cos /7(c)cos/7(x) 
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If we substitute here the expression for co8 77(x), co8/7(c — ^x), weob- 
tadn 

„, X cos /7(a) cos B-|-cos/7(b) cos A 

^ ^ 1 4-cos/7(a) cos /7(b) cos A cosB 
whence follows 

cos /7(a) cosB= cos /7(c)-cosA cos/7(b) 

1 — cos A cos /7(b) cos /7(c) 
and finally 

[sin /7(c) ]« =[1— cos B cos /7(c) cos fl (a) ] [1— cos A cos /7(b) cos /7(c) ] 
In the same way we must also have 

[sin/7(a)]2 = [l— cosCcosy7(a)cos/7(b)j[l— cosBcosy7(c)cos//(a)] 
[sin // (b) ]2 =[1— cos A cos /7(b) cos /7(c) ] [1— cos C cos //(a) cos /7(b) ] 
From these three equations we find 

,[«^M;,«^=[.-cosAcos //(b)cos/y(c)]^ 
[sm//(a)J2 •- \ / V /J 

Hence follows without ambiguity of sign, 

/- X A IT /I V IT/ X sin //(b) sin /7fc) , 

(o.) cos A cos /7(b) cos /7(c) A } ^„ -~ ^-^=z 1 . 

^ ^ ^ ^ ' sm /7(a) 

If we substitute here the value of sin /7(c) corresponding to equa- 
tion (3.) 

sin A 

sin II(c)= . ^ tan /7(a) cos /7(c) 
smC 

then we obtain 

cos /7(a) sin C 



cos 



^(«)=„-r.-.-„ 



sin A sin // (b)-|-cos A sin C cos/7 (a) cos // (b) ; 
but by substituting this expression for cos 77 (c) in equation (4), 

(6.) cot A sin C sin // (b)+cos Gr=^^^-!I^} 

^ cos //(a) 

By elimination of sin /7(b) with help of the equation (3) comes 

cos //(a) _, cos A 

ttttTx cos C= 1 : — ^sin C sin // (a). 

cos /7 (b) sin i3 "< ^ 

In the meaDtimo the equation (6) gives by cliangiDg the letters, 

p=4rv :=cot B sin C sin // (a)+cos C. 

cos //(b) ^ ' 
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From the last two equations follows, 

/^ \ 1 . Ti ^ sin B sin C 

(7.) cosA+cosB cosC= — : — ,,, , 

^ ^ ' sinyy(a) 

All four equations for the interdependence of the sides a, b, c, and 

the opposite angles A, B, C, in the rectilineal triangle will therefore be, 

[Equations (3), (5), (6), (T).] 

sin A tan 77 (a) = sin B tan 77 (b), 

sin 77(b) sin 77(c) 
cos A cos 77(b) Cos 77(c) -\ sTn ^ffTa) = ^' 

(S,) J cos 77(b) 

^ ' \cotAsinCsin77(b) + cosC= ^^ 



cos A -}- cos B cos C = 



cos 77 (a) ' 
sin B sin C 



sin 77 (a) 

If the sides a, b, c, of the triangle are very small, we may content our- 
selves with the approximate determinations. (Theorem 36.) 

cot 77(a) = a, 
sin 77(a) =•] -i&^ 
cos 77 (a) = a, 
and in like manner also for the other sides b and c. 
• The equations 8 pass over for such triangles into the following: 

b sin A = a sin B, 
a2 =b2 + c2 — 2bc cos A, 
a sin (A -f- C) = b sin A, 
cos A -f- cos (B 4- C) = 0. 
Of these equations the first two are assumed in the ordinary geom- 
etry; the last two lead, with the help of the first, to the conclusion 

A + B + C=7:, 
Therefore the imaginary geometry passes over into the ordinar}'-, when 
we suppose that the sides of a rectilineal triangle are very small. 

I have, in the scientific bulletins of the University of Kasan, pub- 
lished certain researches in regard to the measurement of curved lines, 
of plane figures, of the surfaces and the volumes of solids, as well as in 
relation to the application of imaginary geometry to analysis. 

The equations (8) attain for themselves already a sufficient foundation 
for considering the assumption of imaginary geometry as possible. 
Hence there is no means, other than astronomical observations, to use 



THBOBT OP PARALLELS. 45 

for judging of the exactitude which, pertains to the calculations of the 
ordinary geometry. 

This exactitude is very far-reaching, as I have shown in one of my 
investigations, so that, for example, in triangles whose sides are attain- 
able for our measurement, the sum of the three angles is not indeed dif- 
ferent from two right angles by the hundreath part of a second. 

In addition, it is worthy of notice that the four equations (8) of 
plane geometry pass over into the equations for spherical triangles, if 
we put a yy/— 1, b yy/— 1, c yy/— 1, instead of the sides a, b, c; with this 
change, however, we must also put 

sin 77 (a) = — — 

^ ' cos (a), 

cos /7(a) = (V— 1) tan a, 

tan /7(a) =-: / . ^. 

^ sma(-Y/— 1), 

and similarly also for the sides b and c. 

In this manner we pass over fisom equations (8) to the following: 

sin A sin b = sin B sin a, 

cos a = cos b cos c -|- sin b sin c cos A, 

cot A sin C + cos C cos b = sin b cot a, 

cos A t= cos a sin B sin C — cos B cos C. 
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ELLIPTIC GEOMETRY. 

/ Gauss himself never published aught upon this fascinating subject, 
Geometry Non-Euclidean; but when the most extraordinary pupil of 
his long teaching life came to read his inaugural dissertation before the y 

Philosophical Faculty of the University of Goettingen, from the three 
themes submitted it was the choice of Gauss whicli fixed upon the one ' 
"Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen." 
Gauss was then recognized as the most powerful mathematician in the 
world. I wonder if he saw that here his pupil was already beyond him, 
when in his sixth sentence Riemann says, " therefore space is only a 
special case of a three-fold extensive magnitude," and contmues: 
*'From this, however, it follows of necessity, that the propositions of 
geometry can not be deduced from general magnitude ideas, but that 
those peculiarities through which space distinguishes itself from other 
thinkable threefold extended magnitudes can only be gotten from ex- 
perience. Hence arises the problem, to find the simplest facts from 
which the metrical relations of space are determinable — a problem 
which from the nature of the thing is not fully determinate; for there 
may be obtained several systems of simple facts which suflBce to deter- 
mine the metrics of space; that of Euclid as weightiest is for the pres- 
ent aim made fundamental. These facts are, as all facts, not necessary, 
but only of empirical certainty; they are hypotheses. Therefore one 
• can investigate their probability, which, within the limits of observation, 
of course is very great, and after this judge of the allowability of their 
extension beyond the bounds of observation, as well on the side of the 
immeasurably great as on the side of the immeasurably small." 

Riemann extends the idea of curvature to spaces of three and more 

• dimensions. The curvature of the sphere is constant and positive, and 

on it figures can freely move without deformation. The curvature of 

the plane is constant and zero, and on it figures slide without stretching. 

The curvature of the two-dimentional space of Lobatschewsky and 

[47] 
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Bolyai completes the group, being constant and negative, and in it fig- 
ures can move without stretching or squeezing. As thus corresponding 
to the sphere it is called the pseudo-sphere. 

In the space in which we live, we suppose we can move without de- 
formation. It would then, according to Riemann, be a special case of 
a space of constant curvature We presume its curvature null. At 
once the supposed fact that our space does not interfere to squeeze us 
or stretch us when we move, is envisaged as a peculiar property of our 
space. But is it not absurd to speak of space as interfering with any- 
thing? If you think so, take a knife and a raw potato, and try to cut 
it into a seven-edged solid. 

Father on in this astonishing discourse comes the epoch-making idea, 
that though space* be unbounded, it is not therefore infinitely great. 
Riemann says: "In the extension of space-constructions to the im- 
measurably great, the unbounded is to be distinguished from the in- 
finite; the first pertains to the relations of extension, the latter to the 
size-relations. 

"That our space is an unbounded three-fold extensive manifoldness, is 
an hypothesis, which is applied in each apprehension of the outer world, 
according to which, in each moment, the domain of actual perception is 
filled out, and the possible places of a sought object constructed, and 
which in these applications is continually confirmed. The unbounded- 
ness of space possesses therefore a greater empirical certainty than any 
outer experience. From this however the Infinity in no way follows. 
Rather would space, if one presumes bodies independent of place, that 
is ascribes to it a constant curvature, necessarily be finite so soon as this 
curvature had ever so small a positive value. One would, by extend- 
ing the beginnings of the geodesies lying in a surface-element, obtain 
an unbounded surface with constant positive curvature, therefore a sur- 
face which in a homaloidal three-fold extensive manifoldness would 
take the form of a sphere, and so is finite." 

Here we have for the first time in human thought the marvelous per- 
ception that universal space may yet be only finite. 

Assume that a straight line is uniquely determined by two points, but' 
take the contradictory of the axiom that a straight line is of infinite 
size; then the straight line returns into itself, but two having inter- 
sected get back to that intersection point without ever again meeting. 
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Two intersecting complete straight lines enclose a plane figure, a digon. 
Two digons are congruent if their angles are equal. All complete 
straight lines are of the same length, I. In a given plane all the per- 
pendiculars to a given straight lino intersect in a single point, whose 
distance from tho straight line is ^l. Inversely, the locus of all the 
points at a distance ^l on straight lines passing through a given point 
and lying in a given piano, is a straight line perpendicular to all the 
radiating lines. 

The total volume of tho universe is l^/n. 

The sum of tho angles of a plane triangle is greater than a straight 
angle by an excess proportional to its area. 

The greater the area of the triangle, tho greater the excess or differ- 
ence of the angle sum from 77. 

Says tho Royal Astronomer for Ireland: 

*'It is necessary to measure large triangles, and the largest triangles 
to which wo have access are, of course, tho triangles which tho astrono- 
mers have found means of measuring. The largest available triangles 
are those which have the diameter of the earth's orbit as a base and a 
fixed star at the vertex. It is a very curious circumstance that the in- 
vestigations of annual parallax of the stars are precisely the investiga- 
tions which would be necessary to test whether ono of these mighty tri- 
angles had the sum of its three angles equal to two right angles. * * * 

''Astronomers have sometimes been puzzled by obtaining a negative 
parallax as the result of their labors. No doubt this has generally or 
indeed always arisen from tho errors which arc inevitable in inquiries of 
this nature, but if space were really curved then a negative parallax 
might result from observations which possessed mathematical perfec- 
tion. *'* * * It must remain an open question whether if we had 
large enough triangles the sum of the three angles would still be two 
right angles." 

Says Prof. Newcomb: "There is nothing within our experience 
which will justify a denial of the possibility that tho space in which we 
find ourselves may be curved in the manner here supposed. * * * 

"The subjective impossibility of conceiving of the relation of the 
most distant points in such a space does not render its existence in- 
credible. In fact our diflBculty is not unlike that which must have been 
. felt by the first man to whom the idea of the sphericity of the earth 
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was suggested in conceiving how by traveling in a constant direction 
lie could return to the point from which he started without during his 
journey feeling any sensible change in the direction of gravity." 

In accordance with Professor Cayley's Sixth Memoir upon Quantics; 

'' The distance between two points is equal to c times the logarithm of the 
cross ratio in which the line joining the two points is divided hj the funda- 
mental quadric. " 

This projective expression for distance, and Laguerro's for an angle 
were in 1871 generalized by Felix Klein in his article Uebcr die soge- 
nannte Nicht-Euklidische Geometric, and in 1872 (Math. Ann., Vol. 6) 
he showed the equivalence of projective metrics with non-Euclidean 
geometry, space b?ing of constant negative or positive curvature ac- 
cording as the fundamental surface is real and not rectilineal or is im- 
aginary. 

We have avoided mentioning space of four or more dimensions, 
wishing to preserve throughout the synthetic standpoint. 

For a bibliography of hyper-space and non -Euclidean geometry see 
articles by George Bruce Halstcd in the American Journal of Mathe- 
matics, Vol. L, pp. 261-276, 384, 385; Vol. II., pp. 65-70. 

We notice that Clark University iand (Cornell University are giving 
regular courses in non-Euclidian geometry by their most eminent Pro- 
fessors, and we presume, without looking, that the same is true of Har- 
vard and the Johns Hopkins University, with Prof. Newcomb an origi- 
nal authority on' this far-reaching subject. 
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NOTE DU TRADUCTEUR. 

Depuis que la publication de la Correspondance de Gauss avec 
Schumacher a exhum^ les id^es du grand gSom^tre sur la th6orie des 
paralleles, le nom de Boljai est devenu inseparable de ces profondes 
d^couvertes. C'<5tait done un devoir pour la science europdenne 
d'arracher ^ un injuste oubli la mdmoire des deux hommes qui ont 
illustr^ ce nom. 

L*auteur de la Notice dont nous publions la traduction , M. Fr. 
Schmidt, s'est consacre a cette oeuvre do reparation avec un d^voue- 
ment infatigable, que n*ont rebut(^ ni la lenteur des communications 
entre les diverses parties de Tempire hongrois, ni la difficult^ de so 
procurer, dans la patrie mSme de Boljrai, les details n6cessaires sur 
les deux hommes qui Tout rendue c61ebre. 

C'est encore au savant architecte de TemesvAr que nous ^evons la 
possession du rarissime opuscule de J. Boljai, que nous avons re- 
produit a la suite de la Notice sur Tautour, certain quMlne manquera 
pas d'exciter TinterSt de tons ceux qui aiment vraiment la science. 

Par cette publication, la Society des Sciences physiques et natu- 
relles continue Toeuvre qu^elle a commencde en insurant dans son 



pr^c^dent volume les recherches de Lobatschewsky sur le m^me 
sujet. 

Puisse cet hommage rendu au g^omMre hongrois decider ses 
rompatriotes a tircr de ses papiers, d^pos^s au College de Maros 
V^sftrhely, les remarquablcs travaux qu'ils doivent renfermer, cl 
dont nous ne connaissons encore que les litres ! 

J. H. 



NOTICE SUR LA VIE ET LES TRAVAUX 



DES DEUX MATIlilMATICIENS HONGROIS 



WOLFGANG ET JOHANN BOLYAI DE BOLYA 



PAR M. FRANZ SCHMIDT, 

ARCHITECTE A TEMESVAR. 



L'esquisse biographique que je vais tracer est encore fort in- 
complete; mais comme il n'y a guere lieu de s'attendre avoir 
pavaitre prochainement une hisloire d^taillec des deux homines 
^minents auxquels sont consacrees ces pages, je me suis decide a 
publier les documents que j'ai pu rassembler, d'apres les rensei- 
gnements imprimis, oraux ou manuscrits que j'ai pu me procurer, 
dans Fespoir que les personnes qui sont a meme de fournir des 
informations plus nombreuses ou plus precises seront engagees par 
eel essai a les livrer bientOt a la publicito. 

Ces deux hommes, le pore et le fils, apr^s avoir consacro leur 
puissante intelligence h une science bien peu cuUiv6e dans leur 
patrie, vivant a rextr6mite de la Transylvanie, dans une conlree 
magnifique, mais ou le commerce des livres n'a point encore pene- 
tr6, se sont trouv6s hors d 6lat de propager ct de faire apprteier leurs 
dteouverles, qui maintenant, longtemps apres leur mort, attirent 
de plus en plus raltcntion des hommes de science chez toutes les 
nations cultivees de TEurope. Les noms de Gauss, de Gerling, de 
Baltzer, de Grunerten Allemagnc, de Hoiiel, de Batlaglini, do Forti 
en France el en Italic, sont garanls que les travaux des Bolyai ne 
tomberont pas dans Toubli ; et, j'en ai la conviction, la predic- 
tion dc Baltzer, que le nom de Bolyai sera un jour prononce avec 
respect, est deja accomplie. ^ 



NOTICE SUR LA VIE ET LES TRAVAUX 



1. 



Wolfgang Bolyai de Bolya (en hongrois, Bolyai Farkas) (^) 
naquit le 9 f^vrier 1775 a Bolya, dans la partie de la Transylvanie 
dite le Pays des Sicules (Szekelyfold). Dte sa jeunesse, ayant 
longlenips souffert d'une maladie des yeux, il donna des preuves 
d'une niutnoire extraordinaire, en r^citant sans faute des pages 
entieres apres une seule lecture. II fit ses premieres Etudes a 
Enyed,etplus tard, k Klauscnburg. Pour completer son instruction, 
il parlit pour TAlleniagne avec un fils du baron Simon Kem<iny, 
se rendu en 1797, d'abord k lena, puis h GoDttingue, ou Bolyai se 
consacra aux sciences philosophico-nialh^matiques. Malheureuse- 
ment, los deux amis etaient encore si pcu versus dans la science de 
Teconomie domestique, que, Kemeny etant alle chercher dans son 
pays de nouveaux moyens de subsistance, le pauvre Bolyai dut 
rester pour gage, en attendant son retour. 

Bolyai fit a Goeltingue la connaissance de Gauss, et se lia avec 
lui d'une amitie qui dura toute la vio de ces deux homines, et qui 
fut la consolation des mauvais jours de privations et d'amertumes, 
au milieu desquels s'ecoula la longue existence du savant hongrois. 
Les lettres de Gauss h son ami ont &16 envoy^s par celui-ci, en 
1855, au professeur Sartorius von Waltershausen, qui travaillait 
diors a sa Biographie de Gauss (^). II est bien k souhaiter que cette 
correspondance si int^ressante soit bientdt publico. 

Cette liaison avec Gauss ne contribua pas peu aux progr^s de 
Bolyai dans les math^maliques. Gauss avait une haute estime pour 
la science de .Bolyai, et fondait gur lui de grandes esp^rances. 

Boljai, dit Sartorius von Waltershausen ('), est un esprit hers 
ligne, dent Gauss a dit, il y a longtemps, que c*etait le seal homme 
qui eti compl^tement saisi ses vues m^taphysiques sur les Math^ma- 
tiques. D'apr^s les quelques pages que nous avons de lui, c'est un 
penseur profond, un beau caraet^re ; son expression originale rappelle 



(^) WoRZBAGU, Biographisches Lexikon, 2« partie. Vienne» 1857. 
(*) Nous devons ce renseignemcntau professeur Szab6, de Maros Vasdrhely. 
'Note du Trad.) 
if) Gauss gum Geddchlniss, Leipzig, 1856, p. 17, 
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souvent le style de Jean Paul. Confine clans un coin ocarte do la terre, 
isol6 do toute ftme k la hauteur de la sienne ; naguere encore (1840), 
dans ses vieux jours, au milieu du tumulte d'une revolution ddvas- 
tatrice, entour^ du carnago et des horreurs de la ^nierro civile, reduit 
k quelques dc^bris de sa modeste fortune, mais Ibrt du noblo calnie 
d'une conscience pure, il jette, au dela du spoctacle d(^cllirant dcs 
souffrances que s'impose la Iblie humaine, un regard d'espoir sur los 
vagues de r^ternitd; il se plaint seuleraont de n'avoir jamais eu le 
bonheur de pouvoir se frayer k lui-m6me son chemin, tout ay ant 
presque toujours tourn6 centre lui. « Cependant, » dit-il dans uno 
lettre, 4:jeme croirai les mfimes droits qu'^ mes pareils, los autres 
» vermisseaux, jusqu'd ce que bient6t, reconcili6 avec nion sort, 
» j*aille trouver le repos dans une tombe ignorce. » 

Benzenberg aussi, dans une lettre ecrite h Gauss, en 1801, ex- 
priuie son opinion sur Bolyai, en disant que c'est un des liommcs 
les plus extraordinaires qu'il ait jamais rencontres. 

Un des jeunes amis de Gauss, Ide, de Brunswick, ecrivait a cc 
dernier, le 23 mai 1799 : « Bolyai assistera surement a la f6te du 
tir qui aura bientot lieu ici, mais seulcment en philosophe, pour 
y trouver matiSre a reflexions sur les folies humaines. Cest la sa 
maxime, comme je Tai reconnu dans mainte occasion. II ne man- 
que pas ii une seule de ces assemblees mondainos, non certcs pour 
s'amuser avec les aulres, mais pour y ratfermir la ser^nit^ dc 
son Sme. to 

Aprfes la mort de Gauss (1855), lo roi do Ilanovre fit envoyer a 
Bolyai la grandc medaille d'argcnt et dc bronze, frapp^e a la me- 
moire de Tillustre geomelre. Les savants do Gcettingue rest^rent 
jusqu'Ji la fin en correspondance suivie avec Bolyai, et le tinrent 
aii courant de tout ce qui s'elait produit dans le monde scientifique 
depuis la mort de son ami. 

II. 

De retour dans son pays, en 1802, Bolyai fDt nomme professeur 
de mathemaliques, de physique et de cliimie au College Reforme 
de .Maros-Yasdrhely. Dans cette chaire, qu'il a occupee pendant pros 
d'un dcmi-siecle, il a eu pour eleves la plupart des professeurs 
actuels de la Transylvanie, et une grande partie de la noblesse du 
pays. 
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Outre les devoirs de sa place, quMl a toujours remplis avec una 
conscience scrupuleuse et un zele soutenu, Bqlyai, dans les pre- 
mieres ann6es de son professorat, s'occupa aussi de poesie. II a 
laiss^ cinq tragedies en prose, imprim^es en langue hongroise, 
sans nom d'auteur, en 1817,etdont voici lestitres: l"" Pausanias ; 
2° Mahomet; 3° Simon Kemeny; iP le Triomplie de la Verlu sur 
tAmotir; 5° la Victoire de I' Amour sur la Verlu. Les premieres 
de ces pieces ont, a ce qu'il parait, un vrai merite po6tique. Plus 
tard (1818) parut le Proces de Paris, drame en cinq actes. En 
4849, il traduisit en hongrois YEssay on Man, de Pope, et le 
publia pr6c6d^ de la traduction d'un choix de po6sies anglaises et 
aUemandes» La tournure po^tique de son esprit et la vivacity ex- 
traordinaire de son imagination se montrent de la raanifere la plus 
frappante jusque dans ses ouvrages raath^matiques. 

Dans la suite, son ardeur cf^atrice se tourna vers la musique, 
et le violon, son instrument favori, Faida a exprimer en melodies 
ses sentiments et ses pens6es. Rien de tout cela ne lui fit n^gliger 
la science, et Tactivite de sa plume se consacra presque entlere- 
ment aux etudes mathematrques. Les ouvrages de Bolyai ont paru 
successivement dans Tordre suivant,tous sans nom d'auteur : 

(a) Az arithmetica eleje (az elo-szoban irl modon) B. B. F. 
Maihesisl es Physical lanitoPdllal. Maros-Vdsdrhelyt , i830. 
NyomtatoU a reformat Kollegyom hetuivel Felso Visti Kali Josef 
dltaL a Elements d'Arithmetique (d'apr^s les principes indiques 
J dans la Preface), par le Professeur de Math6matiques et de Phy- 
D sique. Maros-Vasarhely, 4830. Imprime avec les caract^res du 
y> College R6forme, par Joseph Kali de Felsd Vist. » In-8% avec une 
preface de xviii pages, 4 page d'erm/a, 462 pages de texte, et un 
tableau representant I'Arbre de la Science. — Get ouvrage est com- 
plfelement epuis6. L'exemplaire de la bibliotheque du College 
Rcforme est enrichi de remarques de Johann Bulyai. Ce Traits dc 
Mathematiques, qui devait se composer de cinq parties, a ^te, 
comme la plupart des livres dc Bolyai, public par voie de sous- 
criplion; mais, comme cela arrive d'ordinaire, les souscripteurs 
avaient plus promis que tenu. Voici Ic contenu du premier volume : 

Introduction, explication des signes, egalite, parlies, nombre, 
espace. Division de rArilhmelique en pure el appliquee. Addition, 
soustraction. Definition du positif et du n^gatif, avec dc nombreux 
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exemples et des representations graphiques. Limites. Fractions. 
Multiplication et division ; proportions g6omdtriques. Puissances, 
racines, logarithnies. Introduction au Calcul difKrentiel, au Calcul 
integral et au Calcul de variations, avec dcs notations particuli^res 
k Fauteur, telles que 

sin X := (s).r, cos x- ^ (^ 3^ , lang x - (f) or , 

sin verses: = @)2;, cos verse .r-^- (^x , colang o^ -- (t) or , 

s6c a? = (D ^ 5 <^osec x = (^x , arc sin a: -~. (^s)x , 

logvulg.r=: (7)^, lognntit'— (L)ir , f{x] ~(J)x, 

Les souscripteurs n'ayant pas rempli leurs engagements, les 
quatre parties de Touvrage qui restaient a publier n ont pu, mal- 
heureusenient, paraitre. 

(b) Tenlameii juventutem sludiosam in elementa matheseos 
ptircB, elementaris ac sublimioris, methodo intuiliva, evidentioqiie 
huic propria, inlroducevdi. Cum Appendice tripUci, Aurlore 
Professore Matheseos el Physices Chemiwque publico ordinario, 
Tomus primus, Maros-Vdsarhelyini, iS32, Typis Collegii Befor- 
matorum, per Josephum et Simconem Kali de Felso Visl, — 
ln-8, 4 planches en taille-douce. 

(c) Tentamen juventutem, elc, Tomus secundus. Ibidem , 1833. 
In-8, 10 planches. 

Ces deux volumes (b) et (c) ont ete encore publies par sous- 
criplion. lis forment foBuvre principale de W. Bolyai, a laquelle 
Tauteur renvoie constamment dans ses ecrils posterieurs. Le 
PREMIER VOLUME conlicnl : 

Preface de deux pages : Lectori salutem, Un tableau in-folio 
(Explicatio Signorum, Arbor arithmetical geometria^que corra- 
dicala coronisquc conflucntibus, Ordo quo geometria tractabitur 
prima in piano; secundOy redeundo e piano in abyssum spatiij. 
Index rcrum (i-xxxii). Errata (xxxiii-LXXiv). Errores recentius 
detecti (lxxv-xcyiii). Vient ensuitele texte (p. 1-502), Puis, avec 
une pagination speciale et un faux-tilre, TAppendice compose par 
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Johann Bolyai , fils de Wolfgang : Appendix scientiam spatii 
absolute veram cxhibens : a veritate aut falsitate Axiomatis XI 
Exiclidci (a piori hand unqxiam decidenda) independentem ; ad^ 
jecta, ad casiim falsiiaiis, quadratura circuH geometrica. Aucioi^e 
Joanne Bolyai de eadem, Geomelrarum in Exerciiu Ccesareo 
liegio A uslriaco Casirensium Capitaneo. 26 pages de lexle, 2 pages 
A' errata, — Enfin (pages i-xvi), en langue hongroise, les noms des 
souscripteurs, la nomenclature malh^matique, etdes additions ice 
volume, par W. Bolyai. Des quatre planches de figures, les trois 
premieres se rapporlent au corps du texte, la AewixevedX Appendix. 
Yoici un apercu des matieres traitees dans ce premier volume : 
Division de Tensemble des sciences. Introduction. — (Radix). Coup 
d'oeil general sur Tarithmetique. Axiomes. Addition, soustraction, 
grandeurs incommensurables, limites, quantites variables, frac- 
tions, multiplication, division, proportions geom^triques, r^gle 
des signes dans la multiplication et la division; interversion des 
facteurs, multiplication des factcurs egaux, formation des puis- 
sances, racincs, logarithmes. — (Tnnicns), Representation des 
grandeurs par des temps. Addition, soustraction, multiplication, 
division, fractions, proportions, limites, puissances, racines, loga- 
rithmes, quantites iujaginaires (traitees avec beaucoup de deve- 
loppement). Theoremc du binOme; series logarithniiques, leur 
convergence ; module des logarithmes, logarithmes imaginaires. — 
(Corona) (p. 178-44-2). Fonctions, leur formation; differ^ntielle 
d'une fonciion d'une seule variable. Elements du calcul integral. 
Differentielles partielles. Exemples tir6s de la geometric et de la 
mccanique. Differentielle d'une serie convergente. °, . Quadra- 
ture des sections coniques. Rectification. Exemples tires de la Dy- 
namique. Cubature des corps. Differentielles des fonctions trigo- 
nom^triqueset circulaires. Tangentes, longueur d'un arc de courbe, 
sous-tangentes, normales, sous-normales, ^ . Tlieoreme de Taylor, 
avec la determination du reste; developpements de (4 + a;)*, 
( I + c)"'\ Th6oreme de Taylor pour le cas de plusieurs variables. 
Maxima et minima; applications g6ometriques. Elements du calcul 
des variations. — (Rami coronw (trhoris), Theorie des equations. 
Equation a;*' — 1 -0^ sa construction geometrique. Transformation 
des equations. Resolution des equations numeriques (d'apres 
Newton et Lagrange). Methode d'elimination de B^zout. Equations 
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ind^termin^es. Fractions continues ; leurs applicatioDS aux Equa- 
tions. Demonstration de Gauss que toute equation a une racine (^). 
Depuis la page Hi jusqu'a la fin : Coup d'oeil g^n^ral sur la g6o- 
m^trie (*). — Vient ensuite X Appendix de Joh. Bolyai, a Timpres- 
sion duquel ce dernier a contribue lui-m6me pour 404 florins 54 
kreuzers (^). Ce M^moire contient une exposition nouvelle et ra- 
tionnelle de la Theorie des parall^les, qui se rencontre pour les 
resuUats avec les travaux similaires faits a Kasan, vers la mfime 
epoque, par Lobatschewsky (*), sans qu'aucun des deux geom^tres 
eut connaissance des decouvertes de Fautre. Gauss s'6tait aussi 
occupc decetobjet danssa jeunesse, et depuis encore(*), mais il n'a 
jamais rien public de sesrecherches. Nous savons seulement qu'elles 



• 



l') Primitice messis ditissmw -- quasi Stella venientis soUs nuncta — vcte- 
ranum juvenis opus — adinstar HercuUs dum serpentem infans disrupit. 
(Page 425.) 

(*) Cette partie traite, entre autres choses, rle la definition du plan et de 
la ligne droite, a un point de vue analogue a celui (iii'il a d6velopp6 plus 
tard dans Touvrage (h), qauii[u'en partant d'un principe un peu diffe- 
rent. II s'occupe ensuite de la theorie des paralleles, et, k propos des divers 
systcmes qui sent possibles lorsqu'on n'adniet pas I'axidme XI d'Eucllde, il 
ajoute : « Appendicis Auctor, rem acumine singular i aggressus, Geometriam 
pro omni casu absolute veram posuit^ quamvis e magna mole, tantum summe 
necessaria, inAppendice hujus tomi exhibuerit, multis fut tetraedri resolutione 
generali, pluribusque aliis disquisitionibus elegantibusj bjevitatis studio omis- 
sis. II dit plus loin : Nihilominus tamen qucBstio suboritur : quid si novum 
axioma detur, per quod determinetur u (ce que Lobatschewsky nomme rANOi.F 
DE PARALLfeLiSBiE) ? Tentamiua idcirco, quce olim feceram, breviter exponenda 
veniunt, ne saltern alius quis operam eamdem perdat, 

W. Bolyai parle en plusieurs endroits avec une sincere admiration du beau 
travail de son fils. Ainsi, il dit : 

(T. I, p. 502). Nee operas pretium est plura referre; quum res tola ex altiori 
contemplationis puncto, in ima penetranti oculo, tractetur in Appendice sc- 
quente, a quovis fideli veritatis puree alumno digna legi, 

(T. II, p. 380). D>mique aliquid Auctori Appendicis... addere fas sit: qu 
tamen ignoscat, si quid non acu ejus leligerim. 

(') Tentamen (T. II, p. 384), 

(*) Lobatscheswky, Gemnetriscke Untersuchungen, Berlin, 1840. (Voy. Mem. 
de la Soc. des Sc. phys. el nat., T. IV, !««• cah., p. 87.) 

p) Corresp. de Gauss et de Schumacher, T. II, p. 261. (MSm. de la Soc. de 
Sc.phys.etnat., T. IV, !««• cah„ p. 123.) 
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6taient en coraplet accord avec celles de nos deux auleurs. 11 ne 
s'on est pas nioins 6coule pres de quarantc ann6es avant que ces 
vues profondes fussent arrach6es a Toubli, et le D' R. Baltzer, 
de Dresde, s'est acquis des litres imperissables Ji la reconnaissance 
de tous les amis de la science, en attirant, le premier, leur atten- 
tion SUP les travaux de Bolyai,dans la seconde edition de ses 
exceWenls £llements dc Malhemati(n(es {Dresde, 1866-67). Suivant . 
les traces de Baltzer, le professeur Jloiiel, de Bordeaux, dans une 
r^cente brochure intitulee : Essai critique sur les principcs fon- 
damenlanx de la Geometric clemcniaire, a donn6 des extraits du 
livre de Bolyai, qui conlribueront certainement a faire rendre a ces 
id^es nouvelles la justice qu'elles m6ritent. Ces extraits seront 
d'aulant mieux accueillis que les ouvrages de Bolyai sont mainte- 
nant completement epuises. 

Les additions a ce premier volume, celles du moins qui forment 
les pages lix-xcyiii^ semblent avoir ete imprimees plusieurs an- 
n6es apr^s le reste de Touvrage Elles contiennent des etudes sur 
la convergence des series. 

Le Tome second du Tentamcn renterme : La suite de Texposition 
de la G6om6trie et de la Trigonom6lrie, les Sections coniques, la 
Stereometric et la Trigonometric spherique. De plus, dans un Ap- 
pendice, les elements de la Perspective, de la Gnomonique et de la 
Chronologic. Puis des Additions au Tome premier (Theorie des 
combinaisons , calculs d'intercts, applications des logarithmes). 
Enfln une addition k Y Appendix du premier volume. II exists 
encore quelques exemplaires de ce Tome II dans le commerce. 

Lorsque le Tentamen tomba entre les mains de Gauss, celui-ci 
en devina immediatement Tauteur. 

(d) Az Arithmetikdnak, Geometridnak es Physikdnak eleje, 
a M. Vdsdrhelyi Kollegyom beli alsobb Tanulok szamdra a helybeU 
Professoi' dltaL Elso Kotet, M. Vdsdrhelyen, 1834. Elements 
d'Arithm6tique, de Georn(5trie et de Physique, pour les Aleves du 
Gynmase 61ementaire de Maros-Vasarhely, par le professeur de 
cet 6tablisscment. Premiere partie, 1834. ln-8. — Preface et Table 
des mati^res (p. i-x); tcxte (p. 1-90). — De ce Trait6, qui devait 
comprendre cinq parties, la premiere partie seulement a paru. Elle 
contient les mfimes matieres que le volume indiqu6 (a), moins 
rinlroduction au calcul diflerentiel, au calcul int^ral etau calcul 
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dos variations. — 11 en reste encore uii petit nombre d'exennplaires. 

(e) A marosvO.sdrhclyt IS2!f nyomtatoU ArUhmeiika elej&nek 
roviditeit rcszint bovitdt, dltaldn jobbitott, s liszldlllabb kiaddsa 
— A szerzodltal M. Vdsdrhelifl. 1843. — Les Elements d'Arithm^- 
tique imprimes a Maros-Vasarhely en 1829, en partie abreg^s, en 
partiedeveloppes; edition revue, amelioree et eorrigee par Fauteur. 
Maros-Yasarhcly, 184.1. — ln-8. — Preface et Table des matieres 
(p. i-XLiv), lexte (p. 1-386), 2 planches en taille-douce. — Comme 
I'annonce le titre, le livre est une edition augments et eorrigee 
du livre designe par (a). Dans sa Preface, fauteur s'exprime ainsi 
sur cette nouvelle edition : « II voulait d'abord, dans sa vieillesse, 
D reproduire sous une forme epuree les idees auxquelles il etait 
» parvenu dans sa jeunessepar la seule meditation: mais on ne 

> peut s'altendre a trouver dans fautomne des grappes sur la vigne, 
» si la grele ne Fa epargneedans Tete. En second lieu, il voulait, 
y> comme profcsseur, simplilier et developper la premiere 6dition, 
» et du moins pouvoir remplacer Tusage du tome I du Tcntamen 
i> latin. Si, outre le systeme, il se rencontre souvent quelque chose 
» d'insolite, la faute en est a une longue maladie des yeux et k un 

> defaut de connaissances. Pendant cette maladie, Tauteur a du se 
^ soumettrc a un genre de vie qui lui interdisait Tusage de ses 
y> yeux; il a done ete force, jusqu'au retablissement de sa vue, de 
» retrouver par la simple meditation toutes ses connaissances ma- 
» th6raatiques anterieures. >) 

Get ouvrage tfest point une traduction litterale du Teniamen. II 
contient seulement, avec des suppressions et des additions, la 
partie arithm6tique de fouvrage latin. Par exemple, on n'y trouve 
plus la demonstration de Gauss, le calcul de variations, etc.; 
d autre part, les caract^res de convergence des series y sont plus d6- 
veloppes. En bcaucoup d'endroils, Tauteur renvoie au TetUamen, 
— On peut encore trouver des exemplaires de cet ouvrage. 

(f) ArUhmelita elejc kezd6knck. Elements d'arithm^tique pour 
les commengants. — Sans titre ni date. D'apres une note marginale 
de Tauteur, Touvrage semble avoir et6 imprime en 4845. 11 con- 
tient, en 40 pages in-8, les quatre operations fondamentales, la 
r^gle de Irois, la regie de socicte, les fractions decimates, les ele- 
ments du calcul litteral ; addition, soustraction, puissances, racines, 
progressions geometriques, et applications aux calculs d'inter6t. 
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(S) ^Tian elemei kezdoknek. Elements de la science de Tespace 
pour les commenfants. — Egalement sans litre ni date. D'apres 
une note, impriiuo en 1846; 42 pages de tcxte, in-8. A cet 
opuscule appartiennent 5 planches de figures, qui n'ont jamais 6t6 
iiuprimees. L auleur en avail dessin6 de sa main un double exem- 
plaire. Dans son testament, il fait observer a ce sujet « que ces 
y> figures peuvent etro facilement rcproduites par ceux qui en 
D aurontbesoin, puisque ce sont des enfants qui onl dessine celles 
i> qui existent, d Ces mots se rapportent a un troisieme exem- 
plaire, avec figures dessinees par un petit-fils de W. Bolyai (un fils 
de Johann). Les trois excmplaires sont la propriet6 du College 
R6forme de Maros Vasarhely. 

Voici le contenu de Touvrage : Definition de I'espace, de la sur- 
face, de la ligne, du point, de la ligne droite, des parallfeles (avec 
renvoi a Y Appendix) \ angles, triangles, leur ^alit6 el leur simili- 
tude. Quadrilat6res, leur surface; Iheoreme de Pythagore. Cercle. 
Definitions de I'abscisse et do Tordonnee. Calcul de Taire des poly- 
genes et du cercle. Applications a la geometric pratique : mesure 
des hauteurs, nivellement, calcul des surfaces. Introduction k la 
trigonometric, en i pages, conlcnant les dofinitions du sinus, du 
cosinus, de la tangento, do la secanlc; formules [lOur sin {a±b). 
Puis deux pages de corrections ot d'additions. 

Le dernier ouvrage de W. Bolyai, le seul qu'il ait compose en 
langue allemande, est intitule : 

(h) Kiirzer Grundriss eincs Vcrsuchs : L DieArithmetik, durch 
zweckmcissig consiruirle Berjriffe, von einrjebildeten und imcnd-^ 
lich'klemen Grossen gercinuit, anscliaulich und logisch-strmg 
darziistellen. IL In der Geometric, die Begrilfe der geraden Linie, 
der Ebene, des Winkels allgemein, der winkellosenFormen, and 
der Kriimmen, der verschicdenen Arten der Gleichheit u, d. gl. 
nicht nitr scharfzii bestimmen; sondern axich ilir Seyn im Ranme 
zu beweisen : und da die Frage, ob zwey von der dritten geschnit- 
tene Geraden, wenn die Summe der inneren Winkel nicht~.2jR, 
sich schneiden oder nicht? niemand aufder Erde ohne ein Axiom 
{wie Euclid das XI) aufzustellen, bcaniwortcn wird; die davon 
unabhdngige Geometrie abzusondern; und eine auf die Ja- 
Antwort, andere auf da^ Nein so zu oauen, dass die Formeln der 
lelzien, auf einen Wink auch in der erslen gidlig seyen. — Nach 
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einem latewischen Werke von 1829, M. Vdsdrhely, und eben 
daselbst gedruckten ungrischen. Maros Vdsdrhely, 1851. 

Courte esquisse d'un essai : I. Pour presenter VArithmetiqae 
d'une nianiire ^vidente et rigoureusement logique, en la debarras- 
sant, i^raide de conceptions convenables, des quantit^s imaginaires 
et des infiniment pelits; II. En Geomelrie, non seulement pour de- 
terminer avec precision les notions de la ligne droite, dii plan, de 
Tangle en general, des figures sans angles, des figures courbes, des 
differentes esptees d egalil6, etc. ; mais encore pour d^inontrer 
leur existence dans IVspace; et — cornn)e &la question desa voir « si 
i> deux droites coup6es par une troisi^me se coupent ou ne se cou- 
]> pent pas lorsque la sornme des angles int^rieurs u est pas 6gale a 
» 2 angles droits ^ , personne au monde ne peut repondre sans 
poser un axidme (tel que Taxidme XI d'Euclide), — pour separer la 
partie de la geometric independante de cette question, et fonder 
une geometrie sur la reponse affirmative, une autre sur la rdponse 
negative, de telle sorle que les forniules de celle-ci puissent s'appli- 
quer aussi immediatement k la premiere, — D'apres un ouvrage 
latin publi6 en 1829 a Maros-Vasarhely, et des ouvrages hongruis 
imprimis dans la m^me ville. — In-8, 88 pages de texle. 

L'ouvrage donne(p. 2-42), sous une forme condensee, les princi- 
pales definitions de TArithm^tique, y compris le calcul differenfiel 
et integral, d'apres le mfeme systeme d'exposition que dans le 
Tentamen. — Page 43 : « Des principes de la Geometric (autant 
» qu'on peut les exposer brievement et sans figures). » L'auteur 
fait mention du travail deja cite de Nic. Lobatschewsky (Berlin, 
1840), et le compare avec celui de Johann Bolyai, au sujet duquel 
il dit : « Owelques exemplaires de Touvrage public ici ont ^t6 
» envoy^s a cette epoque a Vienne, a Berlin, k Goettingue..,. De 

> Goettingue, le geant math^malique, qui du sommet des hauteurs 
J) embrasse du mfime regard les astres et la profondeur des abimes, 
» a ^crit qull 6tait ravi de voir execute le travail qu'il avait com- 

> menc6 pour le laisser apres luidans ses papiers. i> — L'auleur 
donne encore un court extrait des principes de la g6om6trie contenus 
dans le tome I du Tentamen. Son style est tr^s original, souvenl 
difficile a comprendre. 
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HI. 

le 9 iDare 1832, Bolyai fut nomm^ membre correspondanb de 
la section math^matique de TAcad^mie Hongroise. 

Conime professeur, Bolyai, par son z^le ardent, exer^ait une 
puissante influence. Dans sa vie priv^, e'^lait un vrai type d'ori- 
ginalit^, et il court beaucoup d'anecdotes sur ses singularil^s €t ses 
distractions. Une de ses occupations favorites 6tait la construction 
de modeles de fours et d^appareils de chauffage. II eut la joie de voir 
adopter de son vivant le po61e*Daniel, construit d'apr^s la th^rie 
des tuyaux, et qui a introduit une reforme complete dans V6cono^ 
inie domeslique de la Transylvanie. — II avail fait couvrir sa voiture 
avec des lattes, 

Les 6rnements de son antique demeure ^laient son violon et ses 
mod^es de fours. A la muraille enfupi^e pendeient les portraits de 
son ami Gauss, de Shakespeare, qu'il appelait le fits de la Nature, 
el de Schiller, qu'il en appelait le petil-fils. Devant une table gros- 
si^re ^tait assis un vieillard, v6tu de pantalons hongrois en grosse 
^toffe noire, de hautes bottea (czismen), d*une jaquette de flanelle 
blanche, coiif4 d^un chapeau k forme basse et & larges bords : 
c'^tait Wolfgang Bolyai. 

Dans Tannic 1849, Bolyai fut mis ^ la retraite. II fit alors fairs 
son cercucil, ^rivit lea lettres de faire part de sa mort, et les fit 
imprimer en 1855 [Jdenlis (annonce), 8 pages in*8, 1855]. Dans 
son testament, il ordonna que ses ftm^illes fusfiient aussi simples 
que possible, et qu'on sonnH simplement la cloche de r£cole, 
comme signe qu'il fallaitt partir pour la derni^re et la grande ie^on. 
La croyance de Bolyai a rimmortalitS de T^me 6tait in^branlable. 
II regardait la terre comme un bourbierou languit Tesprit enchatn^; 
la mort comme un ange iib^rateur, qui conduit Tftme au sortir de 
sa captivity dans des regions plus heureuses. Son noble et beau 
caract^re est attest^ par sa g^n^rosiUi qui ne connaissait pas de 
homes, el par son excessive modestie. 

Sa tombe ne devait porter aucune marque. II permit seulement 
^ Tun de ses amis de planter un pommier au milieu du gazon sous 
lequel il devait reposer, en memoire des trois pommes, dont les 
deux premieres, celle d'£lve et celle de Paris, avaient chang^ la 
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terre en un enfer, et dont I'autre, celle de Newton Favait replaces 
au rang des corps celestes. 

Le jour de la mort de Bolyai, le Collie R^form^ publia la iettre 
de faire part dont nousavona parley en y ajoutant ces mots : 

c L'Administration du College R^rormS annonce la triste nou- 
3 velle qu'apr^s quarante-sept ans de bons et inPatigables services 
> et cinq ans passes dans le repos, le professeur ^m^rite, corres* 
1 pondant de rAcad^inie Hongroise, BOLYAI FARKAS (Wolfgang) 
» a cesse de vivre le 20 novembre 1856^ h 9 heures et demie du 
» soir. &g6 de pr^s de 82 ans. Les derniers devoirs lui seront 
1 rendus le 2:3, i deux heures aprte midi. Par respect pour la 
» volenti du d^funt^ Tinhuniation aura lieu de la inani^re decrite 
» ci-dessus. ^ 

Bolyai a laiss^ deux fils, dont Tun Johann, est mort en 1860, 
capitaine retraite du corps I. et R. du G6nie; Faulre, Gregor, agri- 
culteur auprte dllermanstadt, est encore vivant, 

Dans les papiers de J. ^olyai se Irouvent des notes sur les manus- 
crits laiss^s par son p^re, qui se composent d'un grand nombre 
d'^l^ies, desix hexam^lres latins & la in^moirede son ami Gauss; 
de plusieurs cahiers illisibles, ^rits pour son usage personnel; 
d'une G^ographie malb^matique ; de recherches sur le th^or^me 
de Wilson, et d'un M6moire sur les fractions continues : le tout en 
langue hongroise. Ces manuscrits, ainsi que tous les ouvrages im- 
primis de W. Bolyai, sont deveuus, d'apr^ son teslament, la 
propri^te du Goll^ Reform^ de Maros V^^rhely. 

IV. 

JoHANN BoLTAi DE BoLTA (en hongrois Bolyai Jdnos,) fils du 
pnteedent, naquit ft Klausenburg, en Transylvanie, le 15 d6- 
cembre 1^)2. U ^tudia dans une des institutions fond^ en Tran^ 
sylvanie par FAcad^mie Imp^riale du G6nie de Vienne, et il en 
sortity le 7 septembre 1822, comme cadet du G6nie. Le I*' sep* 
tembre 1823, il fut promu sous-lieutenant; et le 16 juin 1833, il 
fut mis h la retraite comme capitaine. 

J. Bolyai 6tait un profond math^maticien, et de plus un violo- 
niste distingu6, et un tireur d'armes de premiere force. Ce dernier 
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talent ne fut pas etranger k sa raise si prompte k la retraite (*). 

A Texeeption de Y Appendix dii premier volume du Tenlamen, 
mentionn^ h Farticle (b), J. Bolyai n'a rien imprim^. Cependant, 
le peu que nous avons de lui nous donne le droit de penser que les 
manuscrits qu'il a laiss^s doivent receler plus d'un tr^sor Cdch6 ; 
et les possesseurs des papiers de J. Bolyai rendraient un grand 
service k la Gf^om^ie, s'ils se d^cidaient h les soumettre a lexa* 
men d'un homme competent et d^vou6 k la science. 

J. Bolyai est mort en 1860, k Maros Vasdrhely. Nous n'avons 
encore pu, malgre nos demandes r^it^r^es^ obtenir una date plus 
precise. En vertu d'un r^glement militaire, ses papiers furent jet^ 
dans deux caisses, que Ton tint ferm6eS| jusqu'au jour ou, k Tex- 
ceplion de quelques travaux sur Tart militaire, tous ces papiers 
furent deposes k la Biblioth^que du CoU^e R^form^^conform^ment 
k une disposition du testament de Bolyai p^re; c'est \k que sent 
actuellement r^unis tous les ^rits de Jobann. A en juger k premiere 
vue, ces papiers doivent comprendre plus de mille pages. Une 
partie est ^crite sur de petites feuilles de toute grandeur, et se 
trouve dans un complet d^sordre. 

Dans les derni^res annees de sa vi^, J. Bolyai s'^tait presque 
exclusivement occup^ de b'nguislique. 11 avait congu le projel gi- 
gantesque decr^er une langue universelle pour la parole, comme 
on en a une pour la musique. II vivait retire du commerce des 
hommes, absorb^ tout entier par son idee. D'apres tous les rensei- 
gnements qui nous sont parvenus, c'^tait un caract^re bizarre et 
tout k fait original, mais une brillante intelligence. 

En 1853, il voulut faire imprimer une partie de ses travaux ma- 
th^matiques; car on a trouv6 parmi ses papiers une feuille de litre 
et des fragments d'un M^moire intitule : Principia docirinm novm 
quantitatum imaginariarum perfectcB uniceque satis facientis , 
aliceque disqttisiliones analyticoB et analytico-geometricw cardie 
nales gravissimceque ; auclore Jolian. Bolyai de eadem, C. R. 



(*) Se trouvant en garnison avcc des ofnciers de cavaleriu, Bolyai fut pro- 
voqu6 par treize d'cntre eux, et il accepta tousles cartels, t condition qu*on 
lui i)ermettrait apr('8 chaque duel de jouer un morcoau de violon. \\ sorlit 
vainqueur de ses treize duels, laissant ses treize adversaires sur le carreau. 
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austriaco ca^trensium capitaneo pcnsionato. Vindobonce, vel 
Maros Ydsdrhelyini, 1853, 

L^ s'arrStent Ics renseignementsqui nous sont parvenus sur deux 
hornnteSy donl les talenls n'ont pu malheureuseaient trouver dans 
leur patrie Testime et le respect qui leur etaient dus. A T^tranger, 
les homines de science ont su appr^cier le nom de Bolyai, sans 
que la Uongrie se soil encore associc^ h cet hommage. 11 appar- 
tiendrait cependant k TAcadenu'e des Sciences de Pest de veiller a 
ce que les ^rits poslhumes des Bolyai ne soient pas perdus pour 
les conlemporains et pour la posterity. Notre patrie doit k deux de 
ses plus illustres enfants, elle doit a 1 Europe savante de ne pas 
laisser p^rir des oeuvres qui jetteraient lanl d'^lat sur la science 
hongroise, et que les geom^tres de tout pays accueilleraient avec 
tant d'inl^r^t. 

Temesvar, d^cembre 1867. 



EXPLICATION DES SIGNES. 



a b Tensemble de tous les points situ^s en ligne droite ayec 

les points a et b. 
a () celle des moiti^s de la droite a b qui commence au point a 

et qui comprend le point b. 
a be Tenaemble de teus les points situ^a dans le |mdme plan 

que les trois points (non en ligne droite) a, b, c 
a be celle des moiti^s du plan a 6c qui part de la droite a b 

et qui comprend le point c. 
a be la plus petite des parties dans lesquelles a ft c est partag6 

par les droites ba^ be, ou Vangle dont les cdt^s sont 

ba, be. 

abed (le point d 6tant situd k Tint^rieur de abe^ etles droites 
ba^ ed ne &e coupant pas) la portion de abc com- 
prise entre ba^ bc^ cd; tandis que bacd d^signera 
la portion de abc comprise entre ab eted. 

L aigne de la perpendicularity. 

Ill signe du parall^lisme. 

A un angle. 

R un angle droit. 

= indique que deux quantit^s sont superposables. 

aft^cd cab=^aed. 

X --^ a X converge vers la limite a. 

^ triangle. 

□ carrd. 

Or la circonference du cercle de rayon r. 

0r Taire du cercle de rayon r. 



LA 

SCIENCE ABSOLUE BE L'ESPACE 

iidcptidute k h litini h 4e I* fuadi de I'hidiH XI J'locliJB 
(qH r« R ftim jtBtis AihltT a priori); 

AS 08 LA PAVMETA 



PAR JEAN BOLYAI, 

Cipilalne u Cspi ia Gtais dim I'l 



Si la droito am D'est pas couple par la droite bn, &\i,\i6e daos 
le m^nie plan, mais qu'elte soit coup^ par toute autre droite b p, 
I comprise dans Tangle abn, on dira que An cat 
I parallHe h am, c'est i dire qu'oQ aura bn \\\ am. 
II eaiSacAede voir qn'itexisteune telle droite bn, 
I d une seule, passant par un point quelconque b (pris 
I hors de am), ei que la somme des angles bam, 
abn ne pent surpasser 2 R. Car, en faisant mouvoir 
I be autourde /> jusqu'^ ce que Ton ait bam,+ abc 
I = 2 i?, il y aura ua instant on be commeneera i 
I ne plus couper am, et c'est alors qu'on aura 
\bc III am. 

11 est clair, en rn^me temps , que bn ||| em, quel que soit le 
point e pris sur am. 

Si, tandis que le point c a%\o\gae k I'inflni sur am, on prend 
toujo'jrs ed = c,b, on aura constamment thd = cdb < nbe. 
Ot nhc ■ ^ Q; done aussi adft-— 0. 
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§2. 

Si bn j{{ am, on a aussi en [[\ am. Soit, 
en effet, d un point quelcon<]i)e de macn. 
Si c eat sur bn, hd coupera am, puisque 
bn II) am. Done rA coupeni rusgi am. Si c 
est situ^ sur bp, soit &</ ||| cd; bq tom- 
bera k i'int^riour de abn (§ 1), et eonpera 
par consequent am; done cd coupera aussi 
am. Done loute droile cd (dans acn) eoupe, 
dans I'rin ct I'aulre cas, la droite am , sans 
que en elle-mSine coupe am. Done on a 
loujours en [jj am. 



§3. 

Si br eics sont Tune ct I'autre [[j am, et que c ne soit pas 
situ6 sur br, ulors br et cs ne se eoupcront pas. Car si br el "cs 
avaient un point commun d, alors (§ S) dr et ds seraient Tune et 
I'autre |{| am, dr (g 1) coTneiderait avec di, et c lomberait 
sur br, ce qui est contre rhypotWse. 



§*■ 



Si man > mab, il y aura, pour tout points Aeab, un point 
I c de am, tel qu'on aura bcm = nam. On 
I pcut, en elfct (§ i ), mener bd de fa^on que 
I bdm > nam, et en faisant mdp = ma>i, 
I b sera compris dans nadp. Si done on trans- 
1 porte nam le long de ant, jusqu'a ce quean 
I arrive sur dp, il fiiudra que an ait pass^ 
I par b, et que Ton ait eu quelque part bcm 




OK L ESPACR. 




§5. 

Ill am, ily asur am un poiol / tel que /f»^i». En 
peut fairc en sorte que Tod ait (§1) bcm > ebn, et, 
si ce = cb, il en r^ultera ec-A. Ac» d'oO bem 
< ebn. Faisons mouvoir le pointp Bur ec. L'an- 
gle bpm, pour p voisin de e, commcncern par 
6lre < Tangle pbn correspondant, et pour p 
voisin de c, il finira par Stre > pbn. Or, I'nnglo 
bpm "a en croissant d'une inani^re continue 
depui8iemju8qu'&&cm,putsque(|4) il n'exisle 
aucun angle > bem et < bcm, auquel bpm- 
ne puisse devenir 4gal. Pareiltement p&n dteroit 
d'une maniire continue depuis ebn juBqu'i chu. 
llexisledonc sur ee un point fUsl que bfm=(bn. 



Si bn III am, et que e soit un point quelconque de am,g un 
point quelconque de 6n, on aura alors f}n|||ein et emUJ^H. 

Gar on a (§1) 6n|||em, d'ou (§2) gn\\\em. Si ton fait 
maintenant fm >a, bn (§ 5), alors mfbn = nb[m, et par suite, 
puisque bn \\\ fm, on a aussi fm \\\ bn, et, d'aprAs ce qui pr^- 
cWe, em \\\ gn. 

V- 

Si bti et cp sont I'une et Tautre ||| am, et que c ne soit pas 
silo^ sur bn , on aura aussi bn ||| cp. 

Kn efTet, bn et cp ne se coupent pas (§ 3). D'ait- 

I ieurs, am, bn et ep sont ou ne sont pas dans un 

m^me plan, et, dans le premier cas, am eat oun'est 

pas k I'int^rieur de bncp. 

i" Si am, bn , cp sont dans un mfime plan, et 

I que am lornbc k I'int^rieur de bncp, alors toute 

I ctroite bq mente ^ I'int^rieur de n&c, coupera am 
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quelque part en d, puisque 6n j|| am. De plus, k cause do dm 

■ HI cp (§ 6), il est clair que Uq coupera ep; douc on 
a bn 111 cp. 
2° Si bn et ep sont du inftme cdtd de am, Tune 
d'elles, cp par exemple, sera comprise enfre lesdeux 
autres droites bn, am. Or, toute droile bq,\tMnear6 
a nba, rencontre am; par suite, die rencontre 
aussi cp. DoQO &n [[{ cp. 
S" Si les plans mat, mac font entre eux un angle, alors cbn 
et abn ne pourront avoir de comniun que laligne bn, tandis que 
am (Aans ab m) n'aura rien de oommun avec bn , et par suite aussi 
nbc n'aura rien de commun avec am. Or, lout (rian 
bed, meni par la droite Td (situ6 dans nftu), rencon- 
trera am, puisque bq rencontre am i ^k cause de bn 
III am). En falsant done mouvoir frcdautourde be, 
jusqu'it ce que ce plan commence k quilter am, bed 
viendra alors cuVncider avec ben. Par l a m& meraison, 
ce m^me plan viendra coVncider avec bcp ; done hn 
est dans le plan bcp. 

Si, de plus, br \\\ cp, alors (am^tant aussi {|j cp) br sera, par 
la mSme raison, dans le plan bam, et aussi (puisque br lH cp) 
dans le plan hep. Done br, Slant commune auxdeux plans mab, 
pcb, n'est autre chose que la ligne bn; done bn \\\ ep [']. 

Si done ep \\\ am, et que b solt ext^rieur k earn, alors Tinter- 
section bn des plans bam, cap est j|| Ji la fois k am etft cp. 

§8. 

Si bn est |{| et -^ ep (ou plus bri6vement, si bn 
III v!^ cp), et que am (dans nbcp) soil L sur le 
milieu de be, alors 6n |[| am. 

En etfet, si bn rencontrait am, e^rencontrerait 
aussi am au m£me point {k cause de mafrn== 



;'] En pkcant ce 3* cas avant les deux pr^denU, ceux-ei poumient le 
d^montrer avec plus de briAvetiJ et d'^ldganco, commn le 2< cas du E 10. 
(Note dt VAuteur-J 






Dt L ESPACE. 97 

macp, etce point aeraitcommunauxlignes bn, cp eltes-mSmes, 
tandis qu'au contraire bn j{j cp. D'autre part, toute droite bq, 
jot^rieureftcfrn, rencontre cp; ella renoonlre done ausai um. Par 
consequent, bn \\\ am. 

§9- 
Si bn III am, map {_. mab, et que Tangle di^re dnba des 
plans nbd , nba (prolong^ du mAmit c6t6 de mabn oOi sa trouve 
map) soit < H; alors map et n6d se coupenuit. 
Soit.eneffetifiant^il, acL^n(quaccoVncideounonaveofr), 
|etceL^(danBRA<i);onaura(parhypo(h6se) 
I ace<it,eta/'<Lce)to[nberadansfice.Soit 
I apt'intersectiondesplansa!'/', amp(qn\oa.i' 
s point a commun) : on aura bap = bam 
= R (puisqu iC ba m \_ map). Si enfln Ton 
ait inouvoir abf autour des points fi xes a 
telb, jusqu'i ce qu'il s^applique sur abm, 
tap tombcra surtrm, et puisqueac L f>** 
elaf<i ac, il estclnir que af aura son extrSmit^ entre bn et 
am, et que par suite fr^tombera & rintSrieur de abn. Or, dattM 
eOU position, bf rencontre ap (puisque bn \\\ am); done ap 
eti/'aerencontrentaiissi da ns la pos ition primitive, et l e po int 
de rencontre est commun i map et & nbd. Done map et nbd se 
ooupent. 

On en conclutfacilemeot que map etnfrdsecoupenttoutesles 
Um que la somme des angles diMres qu'ils Torment avec mah 
est < 2 it. 

§10. 

Si bn et cp sent Tune et Tau- 
tre III -^ am, on aura aussi 
fin \\\-^cp. 

En effet, ou les plans mab, 
mac font entre eux un angle, 
ou ils Torment un m£me plan. 

1" Si je premier cas a lieu, 
nionons qdf \_ sur le milieu de 
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a b. A l ore dq sera L (^bj et par suite dq \\\ am (§ 8). De m6ine» 
si ers est L sur le miiieu de ac , on aura er \\\ am , d'ou d g ||[ gr 
(§ 7). On en conclut ais^ment (d'aprfes le § 9) que qdfdi ers se 
renconlrent, et que leur intereeclion fs est \\\ dq {^ 7); de plus, 
k cause de bn \\] dq^ on 2i aussi fs \\\ bn. On a en outre (pour 
tout point f de fs) fb = fa = fc^ et /"^ est situee dans le plan 
<y/* L sur le milieu de be. Or on a (§ 7), ^ cause de /*« |1| 6n, 
(/^ II] 6n. On d^montrera de mSme que gt \\\ cp. Mais ^t L sur 
le milieu de bc\ done igbn = Ijfcp (§ 1), et 6n ||| i^cp. 

2"* Si 6n, am et cp sont dans un m^me plan, soit la droite fs^ 
exterieure a ce plan, et ||| -^am. Alore, d'apr^s ce qu'on vient 
de voir, fs \\\ :ih h chacune des droites bn^cpy et par suite on a 
aussi bn \\\ ^cp. 

Consid^rons Tensemble form^ par le point a et par /ou5 les points 
tels que, pour un quelconque d'entre eux 6, lorsque bn |[| am^ on 
ait aussi bn^am^ et d^signons cet ensemble par F f]; et soit 
L [**] rintersection de F avec un plan quelconque men6 par la 
droite am. Sur toute droite |[| am^ F a un point, et un seul; et il 
e^t Evident que L est divisee par am en deux parties susceptibles 
de comcider. Nous appellerons am Yaxe de L. II est clair encore 
que, dans un plan quelconque passant par la droite am, il y a, 
pour Yaxe am^ une seule lignc L. Toute ligne L, ainsi d^fmie, 
s*appellera le L de am (dans le plan, bien entendu, que Ton con- 
sidere). 11 est Evident que, par la revolution de L autour de la 
droile am, on engendrera le jP dont am est dite Yaxe, et qui est, 
r6ciproqueinent, le F de raxe a m. 

Soit b m point quelconque du L de am , et bn \\\ ^ a m (§ 11). 
\lors le L de am et le L de bn coincideronL 



n Sphere-Umite de Lobatschewsky (£f.). 
[**\ Cercle4imite de LobaUchewsky {H,), 
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Soit, en efTet, L' le L de hn\ soit c un point quelconque de V , 
etcp III '^hn {% 11). A cause de bn j|l -^am, on nura aussi 
cp III !^ am, (g 10) ; par consequent c sera situd sur L. Et si c est 
un point quelconqne de£, et que cp ||| '£^:funi, alors aussi cp 
111^ 6ft (§ 10); done c est 6galement silu^ sur L' (§11). Done L 
et /f' sent identiques, et toule droite bt\ (||| am) est un nouvel 
axe de /<, et est ^^ par rapport ^ tous tes axes de L. 

La mfime propriSl^ se d^montrerait de la mSme mani^re pour 
la surface ¥. 

§18- 

Si Too a 6h III am, cp ]|] d?, et bam ■+ abn ~ i R, alors 
on aura aussi dcp -+■ cdq = 9 fl. 
Soient, en efFet, ea =^ eb , et c/'m = dcp (§ 4), A cause de 
I bam + abn -— 2 ii = a6» 
I +a&(7, on aura ebg=:eaf. 
I Si doncon a encore 69—0^, 
1 le A cbg = A c**/". beg = 
I «e/', elj tomberasur/'c.On 
I a , de plus , gfm + fgn =^ 
I 2 fl (puisque egb = c/"*!). 
D'ailleurs jjt ||! /"m (§ G); done, si m/"ri= pcd^, alorsfs |1| pn 
{§ 7), et )■ tonilre soil en dedans, soit en dehors de fg (si Ton n'a 
pas cU = fg, auquel cas la proposition serait^vidente). 

i° Dang le premier cas, frs n'cst pas plus grand que 2 B — rfm 
= fgn, puisque rs \\\ fm. Mais coinme rs ||| gn, frs n'est pas 
< fgn. Done frs = fgn, et r/'m + /"r* =- gfm + /"jn =: 2 fi. 
On a done aussi dcp + cdq = S it. 

2° Si r tombe en dehors de fg, alors iir^r = m/'r. Soit mfgn 
^ nj/if = Ihkn, et ainsi de suite, jusqu'^ ce que fk devienne 
= fr ou commence a surpasser /'r. Onaici ko ]\\ hi \\\ fm (§ 7). 
Si k tombc en r, alors ko tombe sur rs (§ 1), et par suite rfm 
-+- frs — kfm -t- fko = kfm + fgn = 2 fl. Mais si r tombe 4 
Tint^rieur 6ehk, alors (d'aprte l")on arhl-i-krs = 'i R = rfm 
+ frs ~ dcp + cdq. 
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Si Ton a bu ||| am, ep ||| dqetbam + abn < 2 it, cm aura 
aussi dcp -i~ cdq < 2 fl. 

Gar, si dcp + cdq n'^lait pas < 2 A, cette somme (d'aprte 
le § 1) serait = 2 it. Alors on aurait atiBsi (§ 13) bam + abn 
= i R,ce qui eat confare rbypoth^. 

§t5- 

En consid^rant ce que nous avons ^labli dans les ^ i3 et 14, 
nous d^signerons par 1 le systime de gdometrie qui repose tur 
I'hypothiie de la virili de Vaxidme XI ftEucUde, et par S le 
syslime fonde sur Pkypolhiie eontraire. 

Tous les risultalf que now inoncerons, sans d&igncr expres- 
eiment H e'est dans le systime 2 ou dans le systems S qu'ils ont 
lieu, devront Stre constd^h comme dnoneis dune maniire 
absolue, c'est-a-dire quHls seront d(fntiit comme vrais, soit qu*on 
se place dans le systbme S, soU qu'on te place dans le sgstente S. 

816. 

Si am eet Taxe d'une ligne L , celte ligne t, dans le syslime 1, 
sera une drolte L om. 

Soit, en effet, bn Taxe en un point quelconque 

I 6 deL; on aura, dans 2, bam-]- abn^^bam 

=2it, d'oit bam=R. Et si c est un point quel- 

I conque de ab, et que Von ait cp \\\ am, on aura 

I (§13) cp-^am, et par consequent c sera sur L 

Mais, dans S, il n'existe nulle part sur L ou sur F trois points 
en li^e droite. — En effet, quetqu'un des axes am, bn, ep {am, 
par exemple) tombe entre les deux autres, et alors (% 14) 6am 
et cam sont Fun et Tautre < R. 

§17. 
Dans S, L est encore une ligne, et F une surface. Car (§ 11) 
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tout plan mend perpendiculairement h, I'aie am par un point quel- 
conque de F, coupe Fsuivant une circonf^r«ice de cercle, dont 
le plan (§ 14) n'est perpendiculaire & aucun autre axe in. Si Tea 
(bit toume!* F autour de 6n, un point quelconque de F (§12) 
restera sur F, et la section de F par un plan qod perpendiculaire 
h bn ddcrira une surface. Or. quels que soient les points a, h pris 
sur F, F pourra (§ 13) coYncider avec Im-mSme, de mani^re que 
a tombe en b. Done F est une surface uniforme. 
II nisulte de \k (g§ 11 et 12) que L est une ligne uniforme [*], 

1 18. 
L'inlersection de F avec un plan quelconque, tneii& par un 
■ point adeFobliquement&i'axe am, 
I est, dans Ic syst^me S, une circonf^ 
I rence de cercle. 

Soient, en efTet, a, 6, e trois points 
le cette section, et bn, cp des axes. 
I ambn^amcp feront un angle, sana 
I quoi )e plan A&t&rm\n& par a, 6, e 
i(§ 16) comprendrait am, ce qui est 
contraire & I'hypotli^. Done les plans perpendioulaires sur les 
milieux des droites ab, ac se ooupent (§ 10) suivant un certain 
axe^s'deF, etrona/'6=/"a=/'c. SoitoAL/*)*! faismistour- 
ner fah autour de fs; a d^rira une circonf^nce de rayon A a, 
passant en b et en c, ei situ^ k la fois dans F et dans abc; de 
plus, F et abc n'ont rien de commun que la O*'* (I ^6). 

II est encore evident qu'en faisant toumer la portion fa de 
ligne L (comme rayon) dans F autour de a , son ext^mitS d^rira 
la Qha. 

§19. 
La perpendiculaire bt & laxe bn de L (raen^ dans le plan 
de L) est, dans le syst^me 5, la tangente h la Itgne L. 

[*1 11 n'eat pas n^ceesaire dfl restreindre 1« dtoionstration ou systSme S; 
on peut ^Ublir fociletnent qu'elle est vraie d'uno maDi^re absolue pour S et 
pour z. {Hole de t'Auteur.) 





■i LA SCIENCE ABSOI.UR 

En effet, L n'a do commun avec ht que le point b (§ U). Mais, 

ist bq est situ^ dans le plan tbtit alors le centre 
de la section faite dnns le F de bn par le plan 
men6 suivant bq perpendiculairement k tbii 
(§ 18), est ^videmment plac^ sur bq; et si bq 
est un diam^tre , il eist clair que bq coupera en q 
le L de bn. 

§20. 

Deux points quelconques de F d^terminent une ligne L (g§ II 
et 18); et pnisque (^ 16 el 19) L est perpendiculaire ^ tons ses 
axes, tout angle de lignes L dans F est ^al h I'angle des plans 
inen^ par ses c6t^s perpendiculairement ^ F. 

§21. 

Deux lignes L , ap et bd, dans la mfinie surface F, Taisant avec 
I une troisi^me ligne L, savoir, avec ab, des 
angles int^rieurs dont la somme est < 2 A, se 
I rencontreront. 

Nous d^signerons par op , dans F, la lipne L 
I menS par a et p, et pap ap eelle des moiti(5s de 
t cette ligne,^ partir de a, qui conlient le point p. 
I, bn sent des axes de F, los plans amp, hud 
secouperont (|9),etFpeneontreraleup intersection (§§ 7 etil). 
Done ap et bd se rencontreront. 

II r^ulte de la que raxidme X[ et toutes les consequcdces que 
Ton en d^diiit en gtSom^trie et en trigonom^trie (plane), sont vrais 
d'une mani^re absoliie dans F, les lignes L jouant le r6le de lignes 
droitcs.Parconsequentilesronctionstrigonoinetriquesseront prises 
ici dans le mSme sens que dans le syst^me Z; et la circonT^rence 
du cercle trac^ dans F et ayant pour rayon une portion de ligne L 
^le k r, aura pour longueur Snr; et de m6me Or (dans F) 
sera = xr' (x dfeignant-y-O* dans F, c"est-&-dire le nombre 
connuS, U15926....)- 





Soit a 6 la ligne Lie am, el c via point de am, Imaginong que 
Tannic cab (form^ par la droite am etla ligne Ld^sign^ para6) 
I soit tpansport^-d'abord le long de aft, puis le 
I long de £a, et de part at d'autre jusqu'a Titi' 
I liiii. La trajectoire cd du point c sera la ligae 
1 C de cm. 

iln effet, si Ton d^igne cette demi^re par 
I /.', soient d ua point quelcoaque de cd, dn 
cm, et b le point de L situe eur dn. On aura 
i eiac=bd, et par suite d»^cm; done rf est-surL'. 
O'ailleurs, si d est sur L' et si dn \\\ cm, et que *> soit te point 
deicommun avec dn, on aura am--^bm et em-^dn, d'oii il 
r^sulteque &d=ac,e(quedtombera6urla trajectoire du point c; 
L' sera done idcntique avec erf. 

Nous repr^nterons la relation d'une telle ligne L' avec L par 
la notation L' [] I. 

§23. 

Si la ligne L represents par erf/' est [| abe (§ 33); si, de plus, 
ab=be, et queam, bn, ep soient des axes, on aura ^videminent 
cd~df. Si a, b, e sont trois points quelconques de ab, et que 
Ton ait ab=n.cd, on aura aussi ae=n.cf, et jiar consequent 
(ce qui s'^trad ^videmment an cas de ab, ae, dc incummensura- 
bles), ab:cd=ae: cf. Le rapport ab:cd est done ind^pendant 
DE ab, ET coHPLtTEHEHT d£tebhin^ au hoven I)G ae. Nous d^i- 
gnerons la vateur de ce rapport ab:cd par la lettre capitale (telle 
que A') qui correspondra k la lettre minuscule (lelle que x) par 
laquelte nous repr^senteroos ac. 



Quels que soient x et y, on a y^Jt' (§ 28). En effet, ou I'une 
dee quantity x, y est multiple de I'autro (par example, y est mul- 
tiple de x), ou elle ne Test pas. 
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Si tf = nx, toit x=ae = cg:=gh= ..., iaaqa'h ce qae Von Bit 
aA=^. Soit, deptuB,c(/|| gk \\ hi On aura (§23) X=ab.ed 
= cd:gk=gk:hl, et par cons^uent 

06 _ /aby 

hi ~\cdr 
OU JL 

¥~X'' = X' 

Si X, jr sonl des multiples ie i, x=mi, y = ni, on aara, 
d'aprfis ce qu'on vient de voir, X = i", Y= /", el par cona^uent 

Celte conclusion s'^lend aisement au cas oii a; et jf soot incom- 
mensurablcs. 

Si Ton a q = y — x , il en r^ultera Svidemment Q=Y:X. 

11 es .lair que, dans le syst&me 2, on a, pourtoutevaleurdex, 
X = i. Dans le syst^me S, au contraire, on a J > 1 , et pour des 
valeurs quelconques de ab et de abe, it existe uoe ligne cdf 
]{ abe, telle que cdf= ab, d'o6 ilr^ulteaBt&n = am£p, quoi- 
que la premiere de ces deux Qgures soit un multiple quelconque 
de la secoBde : r^ultat siogulier, mais qui ne prouve ^videmment 
pas I'absurdit^ du systime S, 

§25. 

Daru Una triangle rectiligne, les drconfirenees de rayons ^aux 
aux cotis sont entre dUs comme let sinus des angles opposes. 

Soient,enefret, (i&c = il, eiamt,bac, 
let soient bn et cp||Iam. Od aura cab 
1 L aw&n, et papsuite(Scausedec&L&a), 
cb\_ambn; pari;ons6quent, cpftnLontfw- 
J Supposons que le F de cp coupe les droites 
\bn, am respectivement en d, e, etlesban- 
1 des cpbn, cpam, bnam suivant les llgnes 
1 L, cd, ce, de. Alors (§ 30) A ode sera ^t 
I k Tangle de nde, nde, et par suite = R; 
et Ton aura, par la raSme raison, ced = cab. Or (§ 21), dans 
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Ic A cetf, form£ par des lignes L (en supposant tnujours ici \e 
rayon = 1 ), on a 

ee:dc=l:8iD d«c=^ I : sin cab. 
OnaauB8i(§31) 

«j: (fc = 0«: O "^ (dans F) = 0«fi: 6c(S *8). 
Par cone^eot on en conclut 

O oc : O ftc = J : sin cab, 
d'oii il r^ulte que la propositiOD ^onc^ se trouve Stabile pour un 
triangle quelconque. 



Dans tout triangle sphirique. Us sinus des 
I c^Ss sont entre eax fomme les sinus des 
I angles opposes a ces eotis. 

Soient, en efTet, abc = B, et ced \_ au 
I rayon oa de la sphere. On aura ced L <iob, 
I et {boc Ataal aussi L boa), cd L ob. Or, 
' dans les triangles ceo, cdo, tm a (§ 25) 
O *c : O oc : O dc=: sin coe : 1 : sin cod 
= sin oc : i : sia 6c. 
Hab on a aussi (§ 95) 

O M : O de — sin ciie : sin eed. 
Demo 

sin ac : sin Ac = sin ede : sin eed. 

Mais ede = R = c6<i, et eed = cab. Par cons^uent 

sin oc : sin 6c — 1 : sin a. 

De la dScoule toute la Trigonometrie sphirique, qui se trouve 
ainsi etablie ind^iendamment de FAxidme XT. 

§27. 

Siaceti(f BontLa^ietqu'ontransportc A ca& le long de a A*, 
on aura, en d^tgnant par cd le chemin d^it par le point c, 
cd: ab = sin »; sin v. 
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Soit, en etfet, del, ca. Danslestriangteearfe, adb, oa b (I'ib) 

Ced : Qad: Oah=^ sin « : J : sin p. 

En fnisant loiirnor bacd autour de ac, le point 6 dfcrira O "*. 

I et le point d d^rira O c<^- D^signons 

I ici parQci/lecheniiodelalignecd, 

I Soit, de plus, un poIygoQe (]ue)coR- 

I que bfg..., inscrit dans a 6. En 

1 menant par tous les c6i6s bf, fg,... 

I des plans L Qaft, on formera ainsi 

dans c(i une figurs potygonale d'un ni6nie nombro de cdt^, et 

Ton pourra demontrer, comme au § 23, que Ton a 

ci : at = <»A : bf= &* : fg =-, 
et par suite 

dh + hk+-: bf+fg+-- = ed: ab. 

Si t'on fait tendre obacun des cdtSs bf, fg,... vers la )im!te lirOt 
il est clair que Ton aura 

bf+ fg + Oab, 

et 

dh+kk+—-^Oed. 
On a done aussi 

O ed : O fib =1 ed : ab. 
Or, nous avions d^^ 

O ed : O ab= i\n u : sin v. 
Par consequent 

cd: ab = sin u: sin r. 

Si ac s'^Ioigiie de bd k rinflni, alore le rapport cd : ab, et par 
suite aussi le rapport sin u : sin v restent constants. Or u " A 
(§ 1 ), et si dm \\\ bn, v -^ t. Done cd: ab ~ i : sin z. 

Nous d^igneroDS ce chemin ed par cd || ab. 

§28 

Si bn |[| ^a m , et que e soit un point de am, en posant ae=x, 
on aura (§ S3) 

X=:= sin 11 : sin r. 
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Cared et ae Slant Lin,et fr/'Lafn, onaura(comineau§27) 
O (>/' : O <^ = sio <* : sin D. 
I Or, on 3 Svidemment bf = ae. Done 

Qea: Qdc=:^a.u: siav. 
J Mais dans les surfaces F de am el de em, qui 
I coupentam6n8uivBnta6ete^,an a (§2t) 
Om: 0(lc = ab:effssX. 

Done aussi 

X =: sin » : sin v. 




§29. 

Si bam = i}, aft = y , et &n 111 am , on aura, dans le sysUme S, 

Y = cotang Y "• 
En efTet, si Ton suppose ab = ae, cp \\\ am (et par suite 
I bn\\\i&fcp), et pcd= qed, 
|onpeutmener^19)(isLcd, 
I de telle sorte que ds \\\ cp , et 
|parauite(|l]d(|l!c?. Si,de 
I plus, beLds, alore (§7) ds 
II (n; par cons^uent (§ <i), 
bn\\.es, et (A cause dedt iilfff), l>g [II ct. Donc(§1)«frn=c6g. 
Soit6c/'uneligneLde6n, et/"^, d/i, c&, eldes lignes£ i» ft,dt, 
cq, etc. Onauraividemmenl (§ 22) kg^df=dk^hei parlant 
c<;r = 2cA = 2v. U est clair que Ton a de infime bg=.ibt = %z. 
Or be = bg-~gc; par suite y = z — w, d'oi (§ 24) Y=Z:V, 
On a enSn (§ 28) 

Z = J isinyu, K— i :8in(B— f B). 
Done 

7=:cotang4"*[']' 




[*] I.'angle u est celui qua Lobat8ghbwskv repn^nte pnr n {ab). (Voyei 
tbidet giomitriqua, etc., n<> 36.) (HJ 
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§30. 

11 est facile de voir (d'apr^ le § 25) quo la rettulution du pro- 

bl6me de h Trigonometrie plane, dans le s>st^me S, exige 

I I'expressioQ de la circoDf6rence au moyen 

I du rayon. Or, c'est ce que Ton peut obtenir 

1 pEir )a recUflcatioD de la iigne L. 

Soic-nt ab, cruy c'm' des droites L a<^> 

I et i un point quelconque de ab. On aura 

1(§25) 

sin « : sin t) = Op ' Oy* 

I sin «': sin f/= Qp : Oy'> 

I par consequent, 

_ sin «' _ , 

■0P = -7!r:T0f- 




Or, on a (§37) 




Done 


sin » : sin »' = cos « : aw W 
sin o _ sin »' _ , 



O y '■ Oy' = tang u' : tang a = tai^ w : tang ur. 

Soicnt, de plus, cttetc'n' ||| ab,eted, c'd' deslignesLLaA- 
On aura encore (§ 21 ) 

OyO»' = r:r', 
d'ou 

r : r* = tang w : tangw'. 

Faisons croitre p k partir de a jusqu*^ Tinflni : alora w -— z , 
w' -^ z'; d'oii it r^lte aussi 

r : r = tang a : tang z'. 

D^signons par i le rapport constant r : tang z (independant 
de r). Si r«Mi suppose if — - 0, alors 

L. '" tg"g ^ . 
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et (Nu* suite 

taag z 

D'aprte le § 29, il vient 

tangz = |(r-r-«). 
Done 

Y— F-» ' 

ou (§ 24) 

1. 



2JL 



Or, on sail que la limite de cette expression, pour j/ -- 0, 

t 

est T r-T-- Done 

log oat / 



= t 



log nat / 
et par congruent 

7 = ^ = 2,7182818..., 

nombre qui se prAsente encore ici (Tune mani^re remarquable. En 
d&ignant d^rmais par i la droite dont le / est = e , on aura 

r = t lang z. 
Nous avons d'ailleurs trouv6 (§ 21 ) O y = ^ '^ ^' Done 

Oy=2«ttang;2:r=,rt(r— r-') = 7rt v"— r 7 n 

§31. 

Pour la r^Iution trigonom^trique de tous ies triangles recti- 
lignes rectangles (d'oCi i'on deduit ais6ment celle des triangles 



[*] Ou, en introduidant, pour plus de simplicit6, la notation des fonctions 
hyperboliques, 

Oy-lMr.Sh-f- ^g^j 
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rectilignes quelconques), dans le syst^me S, it sufflt de trois 
^uations. Solent a, b les cdtte de Tangle droit, c rhypotSnuse; 
a , p lea angles respectivemeot oppose a a,b.Ce8 trois ik]uationB 
seront celles qui exprimeront des relations 
I. Entre a,c, a; 
H. Entre a, a, ^; 
III. Entre a, b,c. 

De ces ^nations gd tirera ensuite les trois 
I autres par I'^limination. 
I. Desg§25et30ilr&u]te 
.■.s\a<i = [C—C~*):{A—A-') 

= \e' — e ') : \e'—e */, 
Equation entre c, a, « ["]■ 

II. Du § 27 on tire (^m itant |ll yn) 

cos a : sin J9 = 1 : sin u. 
Or, on a (§ 29) 1 : sin « = 4- M + ^~'}> '^°'^° 




cos K ; sin p = 



r(J<- 



A-')—i\f' + >''), 



equatuin entre a, p, a ["]. 

111. Soienl a.' L P « y ; W el r/' II ««' (S^). elf' a'/ L ««'• 
On aura ^videmment {comma au § 27) 



'). 





::.=j.=^(^-- 




-22l-l.(it+B-'), 




^=r4(C+C '). 


n 


ana Sh4=Sh "• 


ri 


COB « = sin ^ Ch y 
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Par cons^uent, 



ou 



equation entre a, 6, c [*]. 
Si yoci = jR, et qtfon ait i3<J L «^, alors il viendra 

Qe : 0^ = 1 : sin «, 
et 

O ^ • O (^ = Pv) = 1 : cos a. 

En d&ignant done par O^i pour une valeur quelconque de or, le 
produit O^ • 0^9 on aura ^videmment 

O »• "H O rf* = O »•. 
Or, nous avons trouv^ (§ 27 et § 31 , II) 

Par consequent [**] 

autre relation entre a^byC^ dont le second membre se ram6ne 
ais^ment k une forme symetrique ou invariable [**]. 
Enfin, des ^nations 



c a 6 

[*j Ch -r = Ch -r Ch -r- 

• It 

c ah a 

^ ^ t ill 

[••*J Sh« 4- = a«4 Ch« 4- - I 

. a 6 a b 

= Sh« -r Sh» -r -4- Sll« -T- -4- Sh« - 
t t t I 
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oo tire (d'aprts U) 

C0laC0ip3=-i-V'+ e '/ [*], 

^qwition entre a, ^, e. 

§32. 

11 reste eooore & mootrer brifevemeot le moyen de r^soudre les 
pRdjl^mes dans le systeme S. Apr^ Favoir expliquS sur les exem- 
I pies les plus ordiaaires, nous verrons enfln ce 
I que peut dotmer cette tli^rie . 

I. Soit ab une ligne dans le plan, et y=f{x) 
I son Equation en coordono^s reotaiigulaires. De- 
I signone par d« un accroissement quelconque 
Ides, etpardx, dy.dulesacRruissementsdea;, 
■ de s et de I'aire u , correspondanls 5 cet accrois- 



et cberchons la UrnUe de -p-, lorsque dx tend vers la limiEe 

1^ (ce qui est toujoars aous-entendu, lorsqu'on cbwche de pa- 

reilles limites). On connatlra abrs la Hmite de -—-, et par suite 
oh 

tang hbg; et par consequent {hbc ne pouvant dvidemment 6tre 

ni >, ni < A, et far suite dtaot=: it), la langetUe en 6 a la 

ligne bg sera dSt^minte au moyen de y. 

II. On peut d^montrer que Ton a 




dy*+bh' 



~l. 



On dMuit de Ik la limite de -r — , et Ton en tire, par rint^ration, 

rexpressioD de z au moyen de x. t\aal doun^ une courbe r^Ue 
quelconque, on peut trouver son ^uation dans lesyst^meS. Gber- 



cot B cot |S = cu - 



chons, par exemple, F^uation d'une ligae L Soil am Taxe de la 
ligne L; toute droite men^ par a, autre que am^ rencontrant L 
(§19), la droite queiconque c6, partaut d'uo point de amy ren* 
contrera L. Or, si bn est un axe, on a 



d'ou i'on tire 



ou 



X—l:smcbn{%i»), 
r=cot7c6»(i29), 



r= j^-Kx*— 1, 






ce qui est T^ation cherch^ \^. On tire de 1^ 



Or 



Done 



et 



-r— = 1 : sin cfri»=.X 
dx 



[*] On peui ^crire cette ^uation sous la forme 

Ch -r- = «~. 
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tfob, en integrant, on tire (comme au % SO) 

i — i (X'- 1)"^= t cot ebn [*]■ 
ni. On a Av'iiemment 

dx dm 

Si cette quantity o'est pas donate en y , il &ut rexpriniw au moyen 

de y, puis en tirer u par I'int^graUoa. 

Enposant ab =p,ac = q, cd = r tAcabd 

= s,on pourra faire voir (comme dans II) que 

i'oQ a -: T, quantity ^le & 

dq 

d'oLi, en inUgrant, 

« = 7P*A*'— «' 7 [*•]• 

On peut fluBsi obtenir ce rSsultataaos int^ration. Si Ton £lab)it, 
par oemple, les Rations du cen^ (d'apris le § 31 , III), de la 
droite (d'aprtote § 31, II), d'une section conique (d'aprto ce qui 
pr^cMe), on pourra exprimer auasi les aires liniittes par ces 
li^es. 

On saitqu'unesurTace/, !| &une figure plane p(& la distance 9), 
mthp dans le rapport des secoodes puissances des lignes bomo- 

logues, c'esl-^-diredana le rapport de -|-\a' + ^ V : 1. II ert 
ais^ de voir, de plus, que le calcul du volume , traits de la mime 
maniire, exige deux integrations (la diff6rentielle elle-m£ine oe 
pourant se determiner qua par rint^ration). II i'aut avant tout 

n * = •> 9ii -f- 
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cbercher le volume renferm^ cDtre p et f , et I'ensemble de toutfw 
les droites L p et reliant tes limites de p et de t. On trouve, pour 
le volume de ce solide (soit au moyen de riat^ration, soil autre- 
mert) 

Les surracea des corps peuvent aus» se oatculer dans le sys- 
t&meS, aimi que Xeacourbures, les divelopp^s eil^ developpantes 
des lignes quelconques, elo. Quant k la courbtire, dansle systftme 
5, ou elte sera la courbure de la ligne L elle-mAme, ou on la 
d^tenninera soit par le rayon d'un cercle, suit par la distance 
d'une droite h la courbe |] k cette droile ; et il est aisd de faire 
voir, d'aprtecequi pr^c^de, qu'il n'y a pas, dans un plan^d'autres 
lignes uniformes que les lignes L, lee lignes circulaires el ks 
courbes l| aux lignes droites. 

IV. Pour le cercle, on a (comme dans III) 



dx 



Ox, 



d'oii (§ 39), en int^rant, on tire 

O (F = T t» V~- 2+ «~ '^) n 

Y. Soil u = cttbdc I'aire comprise entre une 
igne L,ab = r,UDe ij k cette ligne cd= y, el 
les droites ac= bd = x. On a 




rfw 



~y, et(j«4) y = re 



d'oit, en inl^grant. 
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Si X crott jusqu'u riadni, alors, dans le systSme S , e 
et par suite 



Cest cette limite que nous appellerons la grandeur de mabn. 

On verra de la mfime maai&re que, si p est une flgure tracfe 
sur F, t'pspace compris entre p et renaemble des axes meo^ par 
les divers points du contour de p est ^l & 4" f'- 

YI. Soient 2u Tangle au centre de ta ca< 
I lotto spb^rique z , p la circonf^renoe d'uD 
I grand cercle, et x Faro fc , correspoodant & 
I'angle u. On aura (§ 25) 

1 : sin u ^p : Obc, 
I d'oii 

O fcc ==p Bin «. 

£1 4.~I^. 




dz 
dx 



dx = 



- Obe, 



el, ea tnt^rant, 






--|-sin«. 



sin verse » 



Imaginons la surface F sur lequelle est situ^ la circonf^rence p 
(passant par le milieu / de la calotte). Menons par af el ac les 
plans Jem, cent, perpendiculaires fi F, et coupant^suivant/'e<;, 
ce; et consid^rons la ligne /•, cd (men6e pare perpendJculaire- 
ment k feg), et la ligne L, ef. On aura (§ 20) cef= u, et(§21) 

fd sin VCTse u 

~p 9x 



, d'oii « — fd. p. Or (§ 21 ) p = -. fdg; done 
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z T.. fd. fdg. Mais (§ 81) [d. fdg = {c. fc; par ctma^qiient, 
2:^ ,:. fe. fe—Qfe, dans F. 

Soit maintenant ft; = c^ = r; aa aura 

I (§30) 

ld'ou(§21) 
Q 2 r fdans F) = « »» (F— r-')». 
On a aussi (IV) 

02|f=«i»(r'-S+ Y-% 
Done O S r (daasF) — G 3 y , et par suite la surface s d*i segment 
de sphire est egale au cerele decrit avec la eorde fe eomme raytm. 
Done la sphere totale a pour surface 

Ofg^^fdg-p^^' 

et Us surfaces des sphires sont erUre dies comme les seeondes 
puissances des eireonferencea de Uurs grands eereles. 

YII. Ud trourede mdme que, dans lesystemeS, 
I le volume de la sphere de rayon x est 6i^l k 




I La surface engendr^ par la revolution de la ligne 
cd autour de ab est ^le k 

et le Bolide cngendrS par eabdc est ^1 k 

[•) It i » Sh — : 1 It t » 3!, 
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Notts supprimons, pour ahriger, la melhode par laqudle on 
pent obtenir sans inUgration tons les resuUats ohtenus jusquHci, 
a pariir de (IV). 

On peut demon trer que la limite de loule expression contenant 
la leltre i (et fondee par consequent sur Tbypotb^ (\xiil exisle 
une grandeur i), lorsque i croU jusqu'a Vinfini, donne I'erpres^ 
sion correspondante dans le sysUme 2 (et par suite dans Tbypo- 
these ou il n' exisle pas de grandeur i), pourvuqu'ilnese rencontre 
pas d* equations tdenliques^ Mais il faul se garder de croire que 
le systeme lui-meme puisse 6tre change a volonte (car il est entid- 
rement determine en sot et par soi) ; c'est seulement Yhypolhise 
qui peut varier, et que Ton peut successivement changer, tant que 
Ton n'e3t pas conduit k une absurdity. En supposant done que, 
dans une telle expression, la lettre / , au cas ou le systeme S serait 
celui de la r^lit^, d^signe la quantity unique dont le / a pour va- 
leur e ; si Ton vient a reconnaitre que c'est le systeme 2 qui est 
riellement vrai, imaginons que la limite en question soit prise au 
lieu de Texpression primitive. Alors il est (Evident que toutes les 
expressions fondees sur I'hypothese de la reality du systeme S 
seront (dans ce cas) absolument vraies, lors meme qu'oa ignore 
compUtement si c'esl le systhme 2 qui est ou non le sysUme de la 
rialH6. 

Ainsi, par exemplc, de Texpression obtenue an § 30 on tire 
facilement (soit au moyen de la diffiSrentiation, soit autrement) la 
valeur connue dans le systeme 2 , 

O a; = 27ra?. 

De I (§ 31 ) on conclut, par des transformations convenables, 

i : sin a = c : a ; 



de II on tire 

cos a 



= 1, 



sin /3 
et par suite 

La premiere Equation de III devient identique, et par suite elle 
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est vraie dans le systi^me £» quoiqu'elle n'y determine rien. De la 
sectmde on conclut 

c* = a* -^ b\ 

Ce sent Id le$ ^.quations fondamentales conmies de la Trigonom^'^ 
trie plane dans le syslhne 1, On trouve^ de plus (d'apr^ le § 32), 
dans le syst^me 2, pour Faire et le volume dans III^ la m£me va- 
leup pq. On By d'aprte FV, 

D'aprte VII, la sphere de rayon a? est =- 4 ^ «^> etc. Les th^orfemes 
£nonc&9 k la fin de YI sont ^videmment vrais sans conditions. 

§33. 

II reste encore k exposer (comme nous Favons annonc^ au § 32) 
quel est le but de celte thtorie. 

I. Est-ce le syst^me 1 ou le systfeme S qui a lieu dans la r6alit6 ? 
Cest ce qu'on ne saurait d^ider. 

II. Toules les hypoth^s tir^s de la fausseli de I'Axiome XI 
(en prenant toujours ces mots dans le sens du § 32) sont absolu' 
tnenl vraies, et en ce sens, ne s'appuient sur aueune hypothkse. 
II y a done une TrigonomArie plane a priorii dan^ laquelle le sgs^ 
teme seul vrai reste inconnu, et ou Ton ignore seulement les 
grandeurs absolues des expressionSi mais oil un seul cas connu 
fixerait ^videmment tout le systSme. La TrigonomStrie sph^rique, 
au contraire, est Stabile d'une maniere absolue au § 26. 

On a, sur la surface F, une g^m^trie enti^rement analogue k 
la g^m^trie plane dans le syst^e 2. 

IIL S'il ^tait etabli que c*est le syst^me 1 qui a lieu, il ne res- 
terait plus rien d'inconnu sur ce point. Mais s'il £tait etabli que le 
systfeme 2 n'est pas vrai, alors (§ 81 ), etant donnis, par exemple, 
d'une maniere concrete, les c6l^s ^r , y et Tangle rectiligne quMls 
comprennent, il est olair qu'il serait impossible en soi et par soi 
de r^udre absolument le triangle, c'est-^-dire de determiner 
a priori les autres angles et les rapports du troisi^me c6te aux 
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deui cdli^ donn^, a inoios que Ton ne d^terminflt les quantity 
X, Y. Pour cela, il Taudrait que Ton eiit sous forme concrete quel- 
que longueur a dont le A fdtconnu. Alors i seTailVunite naturelU 
de longueur (commc e est la base des logarilhmes naturels). Si 
rexistence de cetle quantiU t est suppose reconnue, notis verrons 
comment on peut la construire, au moins avec une grande apiiroxi- 
inalion, pour l» pratique. 

IV. Dangle sens expliqu^ (1 el II), on pourraivideminentappli- 
quer partout la ni^hode analytique moderae (si ulile, lorsqu'on 
I'emploie dans des Hmites convenables). 

V. Enfin, le lecteur ne sera pas f3ch4 de voir que, dans le cas 
oil c'est le syst^me S, et non le sysl^me £, qui a r^llement lieu, 
on pent construire une figure rectitigne ^le it un cercle. 

§34. 

Par d , on m^nera dm \\\ an de la mani^re suivante. Du point d 
abiiissons db L an; en un point quelconque a de la droile ab, 
I ^levons ac \_ an (daus le plan dba),el 
abaissons de L "c. On aura (§ %7) 




O ed : O ab =: i : sia z, 

I pourvu que dm wit 111 bn. Or, bId z n'est 
' pas > 1 ; done ab n'est pas > de. Done 
un quadrant d^irit du centre a dans bac, avec un rayon = de, 
aura un point 6 ou o commun avec bd. Dans le premier cas, on a 
^videmment z = i?. Dans le second cas, on aura (§ 25) 

O ao (= O ed) : Oab=^ : sin aob, 

et par suite i = aob. Si done on prend z = aob, dm sera |[| bn. 

§35. 

Si c'est le syslftme S qui a lieu, on pourra, comme il suit, niener 
nnedi-oite L. Ji Tun des cdt^sd'unangleaigu, et qui soitenmAme 
trmps !ll k I'autre oAt^. 
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Soit ant L be, et Bupposonsafr = ac& 



que, si I'oa mdne&n 



31 
19) pour 




! petit 
§ 3i), abn soit > que i'angle donn6. 
Menons, de plus, cp y| am (§ 34), 
I etsoient n^?, pcd ^ux I'unet 
I I'autre a Tangle donn^. hg et cd 
I se rencontreront; car si hg (tom- 
1 bant , par construction , a I'int^ 
' rieur de nfec) coupe cp eo e, on 
aura {h cause de &n-:^cp) etc < ec6, et par suite ec < eft. 
Solent e/'^ ec, efr= eed, et /sll|ep; fs tombera dans Tangle 
bfr. Car, puisque bn III cp, d'oii Aft ||| cp, et 6n jl| /"s, on auca 
(§ 14) fbn. + bfs <2fi = fbn + bjr. Done i/'s <Jfr. Par 
consf^queDt, /'r coupe ep , et par suite cd coupe aussi ei/ quelque 
part en d. Soient maintenant d^ = dc, el dj( = dcp = gbn. 
On aura (& cause decd-r^rjd) fin s^syf'JWcp. Soit fc {§ 19) le 
point ou la ligneLdefinreocontrefr^^et Jt/ raxedecettelignel. 
On aura bn-^kl, et par suite bkl = bgl ~ dcp. D'ailleiirs, 
klt^cp. Done k tombe ^videmment eag, elgt \\\ bn. Si I'on 
^l^ve niaiatenant ko |_ sur le milieu de bg, on aura construit 
ho III bn. 

§36. 

£ta nt do nnfe la droite cp et le plan mab, soit cb \_ mab, bn 
(dans bcp) L Ac, et c^ ||| fin (§ 34). La rencontrede cp (si cetle 
I ligne tombe k Vint^ieur de fic^) avec 
bn (dans cbn), et par suite avec mafi, 
I peut 86 determiner. Et si Ton donne lea 
I deux plans p<:q, mab, et que I'on ait 
I c6 L mafi, cr \_ pcq, et (dans bcr), 
I bn L be, cs L cr, fiji tombera dans 
mab,Blcs danspc^; ettorsqu'on aura 
trouv6 Tintcrsection de bn et de cs (si elle a lieu), la peppendicn- 
laire mente par cette intersection , dan s pcq, i !a droite cs sera 
sera evidemment rinlerseolion de mab et de pcq. 
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§37. 




Stir am ]]| in il se trouve ua point a , tel qu'on a am ^ bn. 
Si (d'apr&a le § 34) on construit, hoiB denbm, ^t \\\ 6n,ei 
- qu'oD fasse bg \_ gt, gc = gb, et ep 
\ gt; soil meaitgd de tdle maDi^ 
I qu'il fosse aveo tgb on a ngle ^1 h 
I cetui que fait p ca aveu pcb. Cherchong 
I ensuite (§ 36) I'intersectioa dq de tgd 
I avec nba, et soil eofln ba \_ dq. 
On aura, h cause de la similitude des 
triangles de lignes £ trac^sur \e F ie bn (§21), db ~ da,^ 
am M^in. 

]1 est facile d'en conclure que, des lignes L 6\ant donn^ par 
leurs seules estr£ini(is,'0n peut obtenir de cette inani^re, dans F, 
une quatriSme proportionndle , ou une moyeone proportionnelle, 
et ex^uter, sans recourir it I'AxiOme XI, toules tes constructions 
gtom^iqucs qui se font sur te plan dans Ie syst^me 1. Ainsi, par 
exemple, on pourra diviser gtom#triquement 4 A en un nombre 
quelconque de parties ^les, si Ton sait faire cette division dans 
Ie syslime 1. 

§38. 

Si Too construit (| 37) par exemple, nbq = ~ A, el qu'on 
mine (§35), dans Ie syst&me S, am l^Tqet \\\ bn;s,\ Taa d^- 
I terraine, de plus (§ 37), jm ^ frit, od aura, 
en posant^a = x (§ 38), 

X=l:9in-j 




-R-8, 

I et X sera construit geomHriqaement. On peut 
I calculer nbq de mani^re <\\ia ja diffSre de J 
nussi peu que Ton voudra, ce qui aura lieu pour sin nbq = -^. 



Si (dans un plan) ^q et 5( sont || Hi la droile mn (§ 37), et 
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que los perpendiculaires ab,cdk mn soient ^les enlre ettes, on 
aura ^videmment A ''ec ^ A bea; par suite, les angles (peut- 
I Stre miztilignea) eep, eat colQcideront, et 
1 I'OQ aura ec = ea. Si, de plus, cf=ag, 
alora A acf^ A cag, et chacun d'eux est la 
moili^ du qtutdrilalire {age. Si fagc, hagk 
I soot deux de ces quadrilat^es, de base ag, 
I coiupris entre pq ei it t oa d^ontrera leur 
^uivalence (coinnie cbez Euclide), ainsi que I'^uivaleQce des 
triangles age, agh, de basecoiumuDca;, etayantleuTSsommets 
sar pq. On a, da plus, aef = cag, gcq 'n ega, etaef+ age 
+ gcq = 2 il (§ 32); par auite, on a aussi tag + acg + cga 
= 2 ii. Done, dans tout triangle acg de cette esptee, la somme 
dee angles — 2 il. Soil que la droite a^ coTacide avec ag ( || mn), 
ounon, i'^uivalencedea triangles a j/c, agh, tant sous le rapport 
de leurs aires que sous celui de la somme de leurs angles, est 
^vidente. 

§40. 



Des triangles Squivatents abe, abd{qttenottssupposerons d^sor- 
mais reclilignes), ayant uncoti igal, onidessomm^ dangles igales. 
Henons, en efi*et, mn par les milieux de ac et de be, etsait 
(par le point c) pq \\ mn. Le point d tombera sur pq. Car, si bd 
I coupe ffl n au point e , et par cons^uent 
I pf i la distance e{ = eb, on aura 
1 Aafrc — A(i&/',etpar8uiteaussi ^abd 
I = A eft/". d'oLi it s'ensuit que d tombe 
I en f. Mais si bd ne coupe pag mn , soit 
I c le point oii la perpend iculaire <tu mt- 
I Iieudeairencontre;)f,et80it99=Ai, 
de sorte que st rencontre bd prolong^ en ua certain point k (ce 
qui pent se fairs comme on I'a vu au § i). Soient, de plus, 
sl = sa, lo \\ St, et orintersectiondeAAaveclo. Onaurailalors 
i^ebi= A afto (§39), et par suite ^abe > ^abd, ce qui 
serait conlraire h rhypoth^. 
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Des triangles ^ivatents a be, def onl des sommes d^angles 
egales. 

Menons mn par les milieux deaeetde ic,et;]9 paries milieux 
de dfel de fe; et soient rs \\ mn, to || pf. La perpendiculaire 
kogkrs sera egale k la pt^rpendi- 
I culairedAslo,nuelleendifr4reri); 
I parexempIe.dAseralaplusgrande. 
1 Dana chacun de ces deux cas, la 
I O df, d^rite du centre a , aura 
I avec gs quelque point commun k, 
et alors (§ 39) on aura A abk=^ ^abc= A rf*^. Or, le A <»** 
(§ 40) a mSme somme d'angles que le A def, et (§ 39) m£me 
somme d'angles que le A abc. Done les triangles a(c, defeat 
mSmesomme d'angles. 

Dans le syst^e 5, la r^iproque de ce th^rfeme est vraie. 
Soient, en effet, afrc, def deux triangles ayantmfime somme d'an- 
gles, et A bal = A def. Ces derniers triangles auront, d'apr^ 
ce qui pr^Me, la m^e somme d'angles, et il en sera par suite 
de mfime des triangles abe, abl, II r&ulte de Ik ^videmmeot 

bel+ bie-^cbl = iB. 

Or (g31) la somme des angles de tout triaDgle, dans lesyst^ef, 
est < 3 A. Done I torabe D^Bsairemeot en c. 



g43. 
Soit u le mjipUmeni & 2 fi de la somme des angles du A o6c, 
I V le auppUment d 2 Jt de la somme des 
angles du A def. Od aura 

Aofrc: A def=u: v. 

Soit, en efTet, p la valeur commune de 
' chacun des triangles acg, gch, hcb, dfk, 
kfe, et soit A ofic = mp, A def= np. D^signons par » la 
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somme des angles d'un quelconque des tritmgles ^ux k p. On 
aura 6videmment t R — u = ms — (m — \). i B =■ li B 
— m{2B — s), el u =m (9 R — s); de rafenieti = n (2B— «). 
Done ^abc : ^ def = m ; n — « ; v. La denionstralion s'^tend 
snns peine au ens de rincoinmensurabitit^ des triangles abc, def. 
On demontre de la mfime mani^re que les triangles snr la sur- 
face de la sphere sont entre eux comnie les exc6s des somnies de 
Icurs angles sur S R. Si deux des angles du ^ sph^ique sont 
droits, Ic Iroisi^me z sera Yexcis en question. Or, en d^ignant 
par p la ctrconfSrence d'un grand cercle, ce A est ^videminent 

— /§ ^i, Vi). Pap cons^uent, un triangle quelconqua 



9n 2k 
dont I'exc^ des angles sur 2 it est z , est = 



§43. 



4 



Ainsi, dans 1e sysl^me S, Taire d'un A recliligne s'exprinte au 
I moyen de la somme des angles. Si ab eroit 
I jusqu'd t'infiQi, alors (§ 43) le rapport 

A obc : {B — u ^-v) sera con^nt. Or 
I A fliti — 6flCK(§32,V),etit— u — i; 

---2(§1). Done 

bacn:z = ^abe:{R—u—v)—bac'n':x'. 
On a, de plus, ^vidcmment (§ 30) 
btten : M'c'n' = r : r" — tang 3 : tang 2' . 




Or, pour !/' -- 0, on a 



— I.elaussi 



taogz* 



Par consequent, 

bden : bacH = tang z : 
Mais nous avons trouv^ (§ 33) 

bdctt =:r.i=: i' lang r 



Done 
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En d^ignaot ddsoraaais, pour abn^cr, par A tout triangle dont 
le supplement de la somme dea angles est z , aous aurons ainsi 




On coucliit de Ififacileinent que, si or\\]amel ro\\\ab, Yaire 
comprise entre or, st, be (laqueile est ^videmment la limite ab- 
I solue de t'aire des triangles reclilignes 
1 inddfioiment croissants , ou la limite 
I de A pour z — 2 A) , sera ^le k 
= Q i (dansF). En d&igoant cette 
I limite par Q. on aura encore (§ 30) 

n )■• — tang" z.U — Qr (dans F) (j 21) 

=^G<(S82,VI), 

en repr^eentant la oorde ed per s. Si maintenant, au moyen d'ane 
perpendiculaire ^lev^e sur le milieu du rayon donnj t du cercid 
I dans un plan (ou du rayon de forme L du 
cercle dans F), on construit (| 34) di 
lll'^cn; en abaissant ea L (fitCt ^tevaot 
cm L ca, on aura 2; <foi:i <| 37), en pre* 
nant arbitrairement un rayon de forme L 
pour unit^, on pourra dilerminer giomi' 
IriquemetU fang's, ou moymd/edeuxUgna 
uniformes de mime eourbure (lesquelles, 
leurs seulea extr^mit^ ftant donn^, et leura axes construits, 
pourront 6videmment Atre traits comme des droites dans la 
recherche de leur commune mesure, et iquivaudront aous ce rap- 
port ^ des droites). 

Cto peut, en outre, construire comme il suit un quadrilatfere, 
par exemple, uD quadrilalire riguUer, d'aire = n ■ Soil abc = R, 
bac = -f B, flci = -J- R, et be = x. On pourra exprimer X 
(S 81, H) par de simples racines carries, et le construire (§ 37). 
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GoDnaisBant X, od pourra determiner x (g 38, ou encore §§ 39 
et 35). L'octuple du A o^*' est ^videmnienl = Q , et par IJi tM 

Icercle plan se trouve carre giomHrUjvtment au 
moyen (f una figure rectiligne et de Ugnes unifor- 
mes de mhtie espice (c'est-d-dire de Ugnes equi' 
valentes a des droUes quant a leur comparaison 
entre elletj, Un cercle de la surface F est planifie 
de la meme maniire; alors ou I'Axidme XI d'EucUde est vrat, 
ou I'on a la guadralure geomHrique du cercle, quoique rien jus- 
qu'ici ne d^ide laqtielle des deux propositions a r^tlement lieu. 
Toutes les fois que tang ' : est ou un nombre entier, ou on 
nombrefractionnairerationoel, dont le di^nominaleur (aprhs Ti~ 
duclioD d la plus simple expression ) est ou un nombre premier de 
la forme 2" + 1 (donl 2 ~ 2" 4- 1 est un cas parliculier), ou 
un produit d'aulant de nombres premiers de cette forme que Ton 
voudra, dont diacun (& Texceptioo de 2, qui peut seul entrer un 
nombre quelconque de fois) n'entre qu'une teule fois comma fac- 
teur; on pourra, par la tl)&)rie des polygones donn^ par Gauss 
(et pour de telles valeurs de z seulement), construire une figure 
rectiligne = tang 'z= Qs. Car la division de n (le tb&u^me 
du § 4S s'^tendant l^cilement jt des polygones quelconqties) exige 
ividemment le parlage de^R, lequel (comme on peut le dSmnn- 
trer) n^est pmsibie g^m^lriquement que sous la condition [H'dc^ 
dente. Dans tons les cas pareils, ce qui pr^c^e conduit faciiement 
au but^ el toute Ggure recliligne peut 6tre transform^ g^omStri- 
quement en un polygene r^lier de n cAU^s , si n est de la forme 
indiqu^ par Gauss. 

II resterait encore, pour completer enti^rement nos recbercbes, 
j> d^ontrer rimpo»ibilit6 de d^ider (sans avoir recours h quelque 
hypolb^) si c'est le syst^me 2, ou quelqu'un des syst^mes S (et 
lequel) qui a lieu r^llement. Cest ce que nous r^rverons pour 
une occasion plus fiivorable. 
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REMARQUES SUR LE M^MOIRE PREGl^DENT, 



PAR W. BOLYAl. 



XJentamen, t. II, p. 880 et suiv.) 

Qu'il nie soit permis cTajouter ici qiielques remarques appar- 
tenant a Tauteur de VAppendice, qui voudra bien me pardonner 
si je n^ai pas toujours bien rendu sa pensee. 

Les formules de la Trigonomelrie spherique (d^montr^s dans 
le M^moire pi^eMent» itid^pendammenl de FAxidme XI d'Euclide) 
coincident avec les fortnules de la Trigonomelrie plane, lorsque 
Von considire (pour nous servir d'une fa^^n de parler provisoire) 
les coUs d'un triangle spherique eomme riels, ceux d'un triangle 
rectitigne comme imaginaires; de sorto que, lorsqu'il s'agit des 
formules trigonom^triques , on peut regarder le plan comme une 
sphere imaginaire, en prcnant {lOur sphere r^lle celle dans laquelte 
sin R = 1, 

On d^montre (§ 30) qu1l existe une certaine quantit6 i (dans 
le cas ou TAxidme d'EucIide n*a pas lieu) y telle que la quantity 
correspondante / est ^ale a la base e des logarithmes naturels. 
Dans ce cas, on ^lablit encore (§ 31) les formules de la Trigone- 
metrte plane, et de telle maniSre (§ 32, VII) que les formules sont 
encore vraies pour le cas de la r^lit^ de Taxidme en question, 
en prenant ies limites des valours pour i — oo . Ainsi le sys- 
t&me euclidien est en quelque sorte la limite du sysl^me anti- 
euclidien pour i ^-^ oo . Prenons, dans le cas de rexistence de t\ 
Tunit^ = iy et^tendons les definitions des sinus et des cosinus 
aux arcs imaginaires, de sorte que, p d^signant un arc soit r^el, 
soil imaginaire, Texpression 
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soit louyours appelte ie cosinus de p» et Texpression 



2K- 

Ie sinus de p. 
On aura alors, pour q v&elf 

= sin(- jkCn[) = — 8lnGl/=T), 
et de m£me 

= cos (— q V^^i) = cod {q K^l), 

en admettant que., dans Ie cercle imaginaire comme dans Ie cercle 
r^ely les sinus de deux arcs ^aux et de signe conlraire soient 
^gaux et de signe contraire, et que les cosinus de deux arcs ^aux 
et de signe contraire soient ^aux et de mdrne signe. 

On demontre, au § 25, d'une mani^re absolue, c'est-2i-dire ind6- 
pendamment de Taxidme en question, que, dans tout triangle 
recliligne, ks sinus des angles sont entre eux comme les circon- 
ffiT&iices qui mil pour rayons les cotes opposes a ces angles. On 
d^montre en outre, pour Ie cas de Texistence de la quantity t, que 

la circonCSrence de rayon y est ^le ^ icf \e' — e ' /, ce qui, 

pour i = 1 , devient tt \e — e /. 

Par suite (§31), dans un A rectiligne rectangle dont les cdt^ 
de Tangle droit sont a et 6 , et Thypot^nuse c , et dont les angles 
opposes aux c6t6s a, &, c sont a, ^, jR, on a (pour i = 1) : 

D'aprte I , 

I : sin « = IT (e*— c""*) : n (e* — e"*), 



\ 
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et par cons&iuent, 



• — • • — • 

. . e — e e — e 

1 : sin « =:= 



= — sin (c K^) : — sin (a |/^) 



= sin (c K— i) : sin (a K— l) ; 
D'aprte II , 

cos «e . sin J3 = cos (o K — • 1 > 
D^aprte 111 , 

cos {c |/^) = cos (a y^). cos (fc |/^=^). 

Ces formiiles, comme toutes les formules de Trigonom^trie plane 
qui en d^ulent, coincident conapl^tement avec les forniules de 
la Trigonomdtrie spherique, k cela prte que si, par exemple, les 
cdl^ et les angles d'un A rectiligne rectangle sent dc^ign^s par 
les mdmes leltres que oeux d^un A sph^rique rectangle , les cdt^ 
du A rectiligne devront ^tre divis^t par |/— l pour que Ton ob- 
tienoe les formules relatives au A sph^rique. 

II vient ainsii pour un A apb^rique, 

par ly 1 t sin « = sin c: sin a; 

par U| 1 : cos a = sin p : cos a; 

par in, cos c = cos 0^ cos b. 

Le lecteur pouvant se trouver arr6l6 par remission d'une de- 
monstration (p. 49), il ne sera pas inutile de faire voir, par 
exemple, comment de T^uatioa 

on d^uit la formule 

ou le thdor^me de Pythagore pour le syst^me euclidien. Cest pro- 
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bablement ainsi quo Fauteur y est parvenu, et les autrea oons^- 
quencea s'en tirent d'une manidre analogue. 
On a, par la formule connuo. 
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par suite 
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il 
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3.4 »• ' 


«•* 



en d^ignant par — i^ la somme de tous les termes qui suivent -77- ; 

et Ton a i« .-^ y lorsque t .-^ 00 . Gar tous les termes qui suivent 

k* k" 

^-7^ ^tant divis^ par i\ le premier de ces termes sera ; et 

k* 

comme le rapport d'un terme au pr^o^dent est partout < -~ , la 

k* 
somme est moindre qu'elle ne serait, si ce rapport 4tait ^-r;-, c'esl* 

&-dire moindre que 

k' /.__*1\ k^ 

3.4.t* V «•/ 3.4 (i*— A*)' 

quantity qui ^idemment --^ lorsque t ^^^ 00 • De T^uation 

e JL / <»-H» •■»'» • — ft •— ft \ 

n r&ulte (en appelant w, v, X des quantif^s analogues h u) 
d'oCi 



f 



'= i 



quantity qui ^ a' ^ i". 
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Rehahqob. — Le rayon de la sphere dam laquelle le sinus total 
1 — i est Vordonn^ y d'une ligne L, ^le a t = 1 et men^ 
par une des extrdmit^ de L perpendicutaireiuent k Vaxe passant 
par I'autre extr^niit^. Gar, dans la surface appelte F (§ 21 ), toule 
la Gdometrie euclidienne a lieu, les lignes Ljouanl le role des 
lignes droites; et pour un rayon de fortne L 6^\ h \, lequel sera 
le sinus total dans F, le rayon de la m^ine circonf^rence dans son 
plan sera le y en question; ce qui s'applique racilemenl i la sfhim 
imaginaire k laquelle le plaa se famine dans le syst^me anti" 
euclidien. 



(Kurttr GTMndria u. v. w., p. ti). 

LdKilschewsky et I'Auteur de V Appendix considSrent i'un et 
I'autre deux points o, A de la spb^re-limile et les axes correspon- 
I dants am , 6n (§ 23). lis d^inontrent que, si 
I (X, ^, ^ d&igoent les arcs de cercle-timite ab, 
cd,hl, sdpar6s par les segments d*axe ac=1, 
I ah = X ,on a 




-{j)-- 



Lobatschwesky repr^sente la raleur de —par e*" , e ayanl une 
valeur quelconque > 1, d^pendante de Tunitd de longueur qu'on 
a choisie, et pouvant Stre suppose ^ale k la base n^piJrienne. 

L'auteur de VAppendix est conduit directement k Inlroduire la 
base des It^rithmes naturels. Si Ton pose -|- = 3, et que y, y 
soient des arcs situ^ aux distances y, i de a, on aura 



11 d^montre en8uite^2il)que, si « est Tangle que fait une droUe 
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avec la perpendiculaii*e y i sa parall^Ie, od a 

Y = cot Y «• 

Si Ton pose done 2 = ^ •— u, il viendra 



, ^ tang 2 -h tang 7 ti 
r=taDg(z4.4-«) = — 



r" ' 



•tang;;tang-tf 
d*ou Ton lire, en ayant 6gard h la valeiir de tang -^u^ F""* , 

iaDgz= { (r-r-*) = 4 (/^-/"~) ($30). 

Si maintenant y est la demUcorde de Tare de cercle-lirnite i r, 

T 

on prouve (§ 30) que = constante. En repr^ntant par * 

celte constante, el faisant tendre y vers z^ro, on aura -g 1 , 

d'oii 

2y -2itang^ - ui-JZL , 



/-^ 



2v 
ou en posant -:-—*, I = e'j 

61) ^tant infiniment petit en mdme temps que k. Done, 2i la limite, 
4 = /, et par suite / = c. 

La circonrgrence tracto sur la sphSre-limite avec Tare r de 
courbe-liaute pour rayon, a pour longueur iicr. Done 

Cy = 2 irr = 2irt tang;j = Tft (F — ¥"') • 

Dans le A rectiligne ou a, ^ d^ignent les angles oppos^ aux 
cdt^a, 6, on a (§25) 

sin a: sin /5= C «: 06 = ^t(^— ^'"*): ^t («— ^■'*) 

= sin (a VdJ) : sin {b KUl) . 

Ainsi dans la Trigonom6trie plane coinme dans la Trigonom^trie 
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sph^rique, lea sinus des angles sont entre eux comme les sinus des 
cdtds opposes, si ce n'est que, sur la sphere, les c6t^s sont i*^e!s, 
et que dans le plan on doit les considerer comine imaginaires, do 
mdme que si le plan 6tait une sphere iniaginaire. 

On peut arriver axelte proposition sans avoir determine pr^ala* 
blement la valeur de /. Si Ton dosignc, en effet, la constante 

-7 pap J, on aura, comme pr^cedemment, 

d'oii Ton d^uit la mdmo proportion que ci-dessus, en prenant pour 
t la distance pour laquelle le rapport / est ^I k e. 

Si Taxidme XI n'cst pas vrai, il existe an i d^termin6, quit faut 
substituer dans les formules. Si, au contraire, cet axiAme est vrai, 
ilfaudra faire dans les fgrmules i=x^oo. Car, dans ce cas, la 

quantity — =^ F est toqjours = i, la sphere-Iimite £tant un plan» 

et les axes ^tant des parallMes dans le sens d'fiuclide. L'exposant 

-T- doit done ^Ire nul, et par suite * r=^ oo . 

11 est facile de voir que nos formules de Trigonometric plane 
s'accordent avec celles de Lobatschewsky. Prenons, par exemple 
la formule de Fart. 87, p. 30, 

tang n (a) = sin B tang n {p] , 

a etant Thypot^nuse d'un A rectangle, p un t6l6 de Tangle droit, 
et B Tangle opposd a ce c6te. Notre formule du § 31 , 1, donne 

1 : sinB = (i4— ii"*) : (P— P~*) . 

Or, en faisant, pour abr^ger, ~ U (A) =^ /^' > on a 

tang2p' : tangSa' = (cota'— tanga'):(cotp'— tangp') 

= 1 : sin B. 
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